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Introduction

Imaginons un damier infini dont les cases seraient alternativement jaunes
et bleues. En nous éloignant de ce dernier que va-t’il se produire ? Les cases vont
nous paraitre de plus en plus petites jusqu’a ce que ’on ne puisse plus les distin-
guer. A ce moment 14, on ne verra plus qu'une surface uniformément verte. Cet
exemple nalf illustre parfaitement ce qu’est ’homogénéisation : 1’étude de maté-
riaux microscopiquement hétérogenes et de structure périodique (ex. les cristaux),
dont le comportement macroscopique est celui d’'un matériau homogéne. Le pro-
bléme étant de déterminer les caractéristiques du matériau homogene. C’est I'idée
sous-jacente a cette theése dont l’'objet est I’€tude macroscopique du revétement
universel des nilvariétés graduées. Ce travail trouve ses racines dans deux résul-
tats :

Le premier concerne les tores riemanniens et on le doit a D. Burago et
S. Ivanov :

Théoréme 1 ([BI95]).

Soient (T", g) un tore riemannien, Vol (Bg (p)) le volume des boules géodésiques
By(p) de rayon p, centrées en un point fixe, induits sur le revétement universel,
alors

e |im —VOl (Bg(p))

Jm p = \Volas(g) > by,

e en cas d’égalité le tore est plat.

Ot by, est le volume euclidien de la boule euclidienne unitaire.

Le second concerne les variétés hyperboliques et on le doit a G. Besson,
G. Courtois et S. Gallot :

Théoréme 2 ([BCG95]).
Soit X une variété compacte admettant une métrique go dont la courbure est partout
égale a —1, alors pour tout autre métrique g :

Ent(X, 9)" Vol (X, g) > Ent(X, go)" Vol (X, go) = (n — 1)" Vol (X, go)
en cas d’égalité g est isométrique a Qp.

Du point de vue des groupes fondamentaux, que l'on placerait sur un seg-
ment en fonction de leur croissance, ces deux résultats se trouveraient a chaque
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extrémités. L'un concerne les groupes Z", le second des groupes a croissance ex-
ponentielle. Ainsi il devient naturel de se demander s’il existe un résultat similaire
pour les situations intermédiaires. Outre les tores, suivant M. Gromov [Gro81],
les autres groupes a croissance polynomiale sont ceux possédant un sous-groupe
nilpotent d’indice fini. Ce sont justement les groupes nilpotents qui sont au coeur
de notre étude. Bien que les deux théorémes pré-cités concernent le volume des
boules de grands rayon, nous avons choisi un autre point de vue : nous nous
sommes concentrés sur le spectre du laplacien de ces boules, en effet celui-ci
contient en son sein d’autres informations, notamment le volume.

IT— Apres les tores, les variétés nilpotentes les plus simples sont les
groupes de Heisenberg, ils font I'objet du chapitre IV. Le volume asymptotique
riemannien des groupes de Heisenberg s’avére non borné lorsqu’on fait varier la
métrique, de sorte qu’obtenir un résultat similaire a celui de D. Burago et S. Ivanov
semble un échec. Cependant en se placant dans le cadre de la géomeétrie sous-
riemannienne certaines obstructions disparaissent : c’est donc tout naturellement
que l'on se place dans le cadre de la géométrie sous-riemannienne au chapitre Il
pour étudier les variétés nilpotentes, i.e., des variétés obtenues en quotientant un
groupe de Lie unipotent par un sous-groupe co-compact.

Toutefois, dans ce cadre, il n’existe pas de forme volume canonique,
comme dans le cas riemannien, et pas de laplacien canonique. Le seul cas ou
ces objets peuvent étre définis de maniéres naturelle, est le cas ou 'on munit la
variété nilpotente d’'une métrique invariante a gauche par le groupe de Lie. Dans ce
cas on définit usuellement un laplacien — dit laplacien de Kohn — en prenant une
base orthonormée de champs (horizontaux) invariants a gauche pour la métrique
sous-riemannienne. On commence donc par définir un laplacien sous-riemannien
qui coincide avec le laplacien de Kohn dans le cas invariant a gauche.

En nous inspirant des travaux de P. Pansu, dans [Pan82], concernant
le volume des grandes boules, nous €étudions la norme stable dans ce cadre et
montrons comment celle-ci nous permet d’étudier le comportement asymptotique
des boules de grands rayon sur le revétement universel : du point de vue de la
topologie de Gromov-Haussdorff et du point de vue du volume. Ce travail étant
un préliminaire indispensable a ’étude du spectre de ces mémes boules de grand
rayon. En effet le résultat principal de ce chapitre est :
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Théoréme I1.19.

Soit M" = T'\G une nilvariété graduée, munie d’une métrique sous-riemannienne ¢
quelconque sur la distribution issue du premier espace de la graduation. Notons g
la distance sous-riemannienne, Bg(p) les boules centrées en lidentité, de rayon p,
induites sur le revétement universel et ; (Bg (p)) la i°™€ valeur propre du laplacien
sous-riemannien pour le probléme de Dirichlet sur By(p).

Alors il existe un opérateur hypoelliptique A, le laplacien de Kohn associé a une
métrique sous-riemannienne invariante a gauche sur G, tel qu’en notant 2° sali eme
valeur propre pour le probléme de Dirichlet sur la boule unité de la distance U
issue de la norme stable on ait :

; 2
pImep 2i (Bg(p)) = A7°

On obtient également ’équivalent riemannien de ce théoréme (voir I1.32).
La démonstration de ce théoreme utilise la théorie de ’homogénéisation sous une
forme peu usuelle. Les outils nécessaire a la démonstration sont introduits dans
la partie [I.II et utilisés dans la partie [L.III. Soulignons que si ’'homogénéisation
est un outils classique de 'analyse numeérique pour des opérateurs périodiques,
i.e. invariant par I’action de Z" par translation, elle I'est moins dans le cadre de
l'action d’un sous-groupe co-compact d’'un groupe de Lie nilpotent. Les seuls tra-
vaux allant dans ce sens étant ceux de M. Biroli, U. Mosco, C. Picard et N. Tchou
(cf. [BMT96], [BMT97] et [BPT98]) et uniquement dans le cadre des groupes de Hei-
senberg. Notre travail en est, en quelque sorte, une généralisation. Enfin notons
que dans le cadre riemannien, I’étude asymptotique du spectre fait apparaitre la
métrique du tore d’Albanese et donne une inégalité sur le volume asymptotique :

Théoréme 3.

Soit (M, g) un groupe de Lie nilpotent muni d’une métrique riemannienne relevée
d’une métrique riemannienne d’un quotient co-compact. Alors son volume asympto-
tique riemannien vérifie :

#g(Df)
u2(Dt)

ol ug est la mesure riemannienne associée a (, (2 une mesure sous-riemannienne
associée a une métrique sous-riemannienne invariante a gauche, issue du tore
d’Albanese de M, dont By(1) est la boule géodésique de rayon 1 et Dt un domaine
fondamental pour Uaction co-compacte

Volas(g) > p2(B2(1))

[Tl — Au chapitre IIT nous nous concentrons sur les tores. En effet notre
premiére question concernait I’'asymptotique de la premieére valeur propre pour le
probléme de Dirichlet sur le revétement universel des tores, dans le but savoir
si celle-ci vérifie un résultat similaire au théoréme 1 de D. Burago et S. Ivanov.
C’est l'objet du chapitre III que de démontrer que tel est le cas. Plus précisément,
nous y donnons une nouvelle expression de la norme stable utilisant la théorie
de ’'homogénéisation (en particulier on redémontre comment l'obtenir a partir de
la distance déduite de la métrique du tore relevée sur son revétement universel,
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théoréme III.1 et corollaire III.1.bis). Nous montrons précisément comment la
norme plate du tore d’Albanese apparait lorque nous homogénéisons le laplacien.
Apres avoir fait le lien avec la I'-convergence en III.II nous montrons enfin le
théoréme principal de cette partie :

Théoréme II1.21.

Soient (T", g) un tore de dimension n, By(p) la boule géodésique de rayon p induite
sur son revétement universel, centrée en un point fixé, et ll(Bg(p)) la premiére
valeur propre du laplacien pour le probléme de Dirichlet sur By(p) alors

; 2
—_— <
1. pILm p /ll(Bg(p)) = Aoo < Zen
2. En cas d’égalité la métrique g est plate.

ol Ao est la premiére valeur propre d’un opérateur elliptique sur la boule unité de
la norme stable et Agn la premiére valeur propre du laplacien euclidien, sur la boule
euclidienne.

et modulo l'utilisation de l'inégalité de Faber-Krahn, que nous redémon-
trons dans un cadre un peu plus général, celui des espaces de Minkowski (lemme
IMI.24), ce théoréme nous permet de préciser le résultat du théoréme 3 sur le vo-
lume asymptotique faisant intervenir le volume du tore d’Albanese, en montrant
que le cas d’égalité caractérise les tores plats (voir proposition [II.25) et en redé-
montrant, dans le cas de la dimension 2, I'inégalité du théoréme 1 de D. Burago
et S. Ivanov.

Théoréme II1.25.

Soit (T", g) un tore de dimension n, By(p) les boules géodésiques de rayon p cen-
trées en un point fixe, induites sur son revétement universel et Volg(Bg (p)) leur
volume riemannien. Si on pose

\Volas(g) = pli_)moo Mﬁg(/)))

alors, Vol (']I'n)
)
\ola > 9 7
" YOIaS9) 2 or, )

e en cas d’égalité le tore est plat.
otl by est le volume euclidien de la boule euclidienne unitaire.

Corollaire III.25.bis

Pour n = 2 on obtient

e \olas(g) > by

e en cas d’égalité le tore est plat.

De plus, nous expliquons, dans la partie [II.III.3, pourquoi cette inégalité
ne permet pas d’obtenir ce méme résultat pour les dimensions supérieures.

IV — Enfin au chapitre IV nous étudions en détail les groupes de Heisen-
berg. Notamment dans le cadre sous-riemannien, nous construisons de maniére
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canononique une forme volume pour le premier d’entre eux (cf. lemme [V.18).
Nous en profitons pour introduire une forme volume qui nous semble canonique
pour les autres (ou du moins qui semble étre un bon candidat). Dans ce cha-
pitre nous regroupons aussi les résultats relatifs aux métriques invariantes a
gauche riemanniennes et sous-riemanniennes, leurs sous-groupes co-compact et
les différences par rapport aux cas des tores qui nous empéchent, pour l'instant,
d’obtenir un résultat similaire au théoréme [II1.21 dans ce cadre.

L’intérét de ces résultats étant double : d’'une part ils confirment la convic-
tion qu’un résultat similaire a celui du tore devrait exister pour les nilvariétés
graduées, permettant de caractériser les métriques invariantes a gauche par leur
volume asymptotique ou par leur spectre asymptotique ; d’autre part les méthodes
utilisées, celles de ’'homogénéisation et de la ['-convergence qui s’avérent adap-
tées a I'’étude macroscopique des nilvariétés. La I'-convergence est succintement
décrite au chapitre I.

Numeérotation Les lemmes, propositions... sont numérotés ensemble et les équa-
tions indépendamment. Ainsi [V.18 se référe au lemme [V.18 du quatriéme cha-
pitre, tandis que IMI-13 a I’équation correspondante du troisieme chapitre.
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Premier chapitre

Préliminaires topologiques et
analytiques

Introduction

L'un des principaux problémes en calcul des variations est de détermi-
ner la borne inférieure d’'une fonctionnelle et le cas échéant ses minima. L'une
des méthodes pour y parvenir est d’utiliser les équations d’Euler-Lagrange. Ce
sont celles-la méme que l'on utilise pour la recherche des géodésiques d’une va-
riété. Maintenant, si 'on étudie une suite de fonctionnelles, dont on connait pour
chaque élément le minimum et le point ot celui-ci est atteint, on est naturelle-
ment amené a se demander comment cela se comporte par passage a la limite.
Un cas simple est celui ou la suite de fonctionnelles converge uniformément sur
I’espace €tudié. Dans ce cas la suite des bornes inférieures converge vers la borne
inférieure de la fonctionnelle limite (en fait la convergence uniforme induit 'exis-
tence d’'une borne inférieure). En revanche dans le cas de la convergence simple
tout peut arriver, et comme l'exemple de la suite de fonctions le montre :

0 x<ij;
-1 x> j.

Fj(x) =i

la suite des bornes inférieures ne converge pas forcément vers la borne inférieure
de la fonction limite.

D’ou le désir d’une convergence sur les fonctionnelles, plus faible que la
convergence forte bien trop restrictive, dont le comportement vis-a-vis du passage
a la borne inférieure serait agréable, i.e., dont on pourrait intervertir aisément le
passage a la borne inférieure et le passage a la limite. C’est 1a I'un des principaux
avantages de la I'-convergence, elle en posséde d’autres, dont celui de conserver
les formes quadratiques lors du passage a la limite (important en ce qui concerne
notre problématique).
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I Breve initiation a la ['-convergence

Dans tout ce qui suit nous noterons X un espace topologique et V(X)
I’'ensemble des voisinages ouverts d’'un point X € X

I.1 Définition de la ['-convergence
I.1.a Fonctions semi-continues inférieurement

Les fonctions semi-continues inférieurement jouant un role particulier
pour la I'-convergence, nous réunissons quelques résultats les concernant.

Nous rappelons qu’une fonction F sur un espace topologique X a valeurs
dans R est dite semi-continue inférieurement en un point X € X si, et seulement
si, pour tout t < F(X) il existe un voisinage U € V(X) tel que t < F(Yy) pour tout
y € U. Si cela est vrai en tout point de X on dira que la fonction F est semi-
continue inférieurement sur X. Toutes les fonctions n’étant pas semi-continue
inférieurement on voudrait connaitre la fonction semi-continue inférieurement la
plus proche. C’est le role de la définition suivante :

Définition I.1.
Nous appellerons enveloppe semi-continue inférieurement ou fonction relaxée,
d’une fonction F la fonction Sci(F) définie par

sCi(F)(xX) = sup G(x) (I-1)
GeG(F)

ou G(F) est I'ensemble des fonctions semi-continues inférieurement sur X telles
que G(y) < F(y) pour tout y € X.

Propriétés 1.2. _
Soit F une fonction de X dans R alors

1. sCi(F) est une fonction semi-continue inférieurement ;

2. sCi(F)(x) = SURy ey (x) infycu F(Y);

en sorte que F est semi-continue inférieurement si et seulement si F = SCi(F).

Preuve. Notons H(X) = SUR,cy(x) iNfyeu F(Y). Remarquons d’abord que, pour
tout voisinage U de X, on a infycy F(y) < F(X) en sorte que I'on obtient H(X) <
F (X) pour tout x € X.

Sit < H(X) alors il existe un voisinage U de X tel que t < infyey F(Yy).
Alors pour tout z € U il existe W € V(2) N U qui vérifie t < infycy F(y) <
infyew F(Y). ce qui implique que t < infyew F(y) < SURNev(z) infyew F(y) = H(2),
ce qui prouve que H est semi-continue inférieurement.

Ainsi par définition de SCi(F), on obtient l'inégalité H < sci(F). Soit a
présent G une autre fonction semi-continue inférieurement telle que, pour tout
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x € X, G(X) < F(x), alors on obtient que

sup inf G(y) < sup inf F(y) = H(X)
UeV(x) YeU UeV(x) YeU

si on admet que G(X) = SURyey(x) iNfyeu G(Y) quand G est semi-continue in-
férieurement, alors le résultat est démontré puisque cela implique SCi(F) < H.
Démontrons donc cette derniére affirmation. Soit t < t’ < G(X). Puisque G est
semi-continue inférieurement, il existe un voisinage de X, W € V(X) tel que,
pour tout point y de ce voisinage, t < t' < G(y) donct < t’ < infyew G(y).
On en déduit que t < SURyey(x) iNfyeu G(Y), autrement dit si t < G(X) alors
t < SURycy(x) INfyeu G(Y). Ceci implique I'inégalité G(X) < SURycy(x) INfyeu G(Y),
I'inégalité inverse étant immédiate.

Pour la derniére affirmation de la propriété si F(X) = sci(F)(x) alors F

est égale a H qui est semi-continue inférieurement. Réciproquement si F est
semi-continue inférieurement alors F(X) = SUR, ¢y (x) iNfyeu F(Y) = H(X). [

Définition 1.3.

Une fonction f : X — R est coercitive si pour tout t € R I'ensemble {f < t} est
pré-compact. Elle est légérement coercitive s’il existe un compact non vide K ¢ X
tel que infy f = infx f.

Exemple [.4. On montre par exemple qu’une fonction f : R" — R est coercitive
si, et seulement si, liM|x— 400 f(X) = +00. Les fonctions f : R" — R périodiques
ne sont donc pas coercitives, mais légérement coercitives.

I.1.b Cadre général

Donnons-nous une suite (Fj) de fonctions de X dans R.

Définition I.5.
La I'-limite inférieure et la I'-limite supérieure de la suite (Fj) sont les fonctions de
X dans R définies par

(T-liminf Fj)(x) = sup liminf inf F;(y).
J—) UEV(X) J—)OO yEU
(T-limsupFj)(x) = sup Ilmsuplnf Fi(y).

j—o00 UeV(x) jooo YEU

S'il existe une fonction F : X — Rtelle que I'- liminfj_ o, Fj = T'-lim SUpj 0 Fj =
F. on dit que la suite (Fj) I'"-converge vers F .

Remarque [.6. On peut se restreindre a une base de voisinage, au lieu de consi-
dérer V(X) dans son ensemble.

Ayant parlé de convergence uniforme et de convergence simple il est nor-
male de s’intéresser aux liens et différences entre ces trois notions. Les exemples
suivants (tiré de Dal-Maso [Mas93] chapitre 4) montrent qu’en général conver-
gence simple et ['-convergence sont indépendantes.
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Exemples [.7. Pour ces exemples X = R.

(@) Si Fh(x) = nxe 2 alors (Fn) converge simplement vers O tout en
I'-convergeant vers la fonction

112 Gy — O
Fx) = 2e , six=0;
0, si X #0.

(b) Si Fh(X) = sin(nX) bien que cette suite ne converge pas simplement
elle I'-converge vers la fonction F(X) = —1.

Toutefois, il existe un résultat positif puisque :

Proposition I.8.
On a les inégalités suivantes :

I-liminf Fj < liminf Fj, I'-limsupF; < limsupF;
j—> o0 j—o o0 j— o0 j—>o0

on en déduit que si la suite (Fj) I'-converge vers F tout en convergeant simplement
vers G, alors F < G.

Preuve. Il suffit de suivre les définitions. [l

Intéressons-nous a présent a la convergence uniforme :

Proposition 1.9.
Si (Fj) converge uniformément vers F, alors (Fj) I'-converge vers SCi(F)

Preuve. Supposons que la suite (Fj) converge uniformément vers F, alors, pour
tout voisinage ouvert de X, on a (comme remarqué en introduction)

lim |nf Fi(y) = |nf F(y)

j—ooyeU
en sorte que, pour tout X € X, on obtient

sup lim inf Fj(y) = sup inf F(y) = H(X)
UeV(x) I>ooyeU UeV(x) YeU

or la propriété [.2 nous dit justement que H(X) est la fonction relaxée de F. [

Pour obtenir de meilleurs résultats il sera nécessaire d’ajouter des hypotheses,
soit sur F, soit sur la maniére de converger (décroissance...). Le lecteur désireux
d’en savoir plus sur les liens entre ces convergences pourra se reporter au chapitre
5 de [Mas93].
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I.1.c Le cas des espaces métriques

Dans les espaces métriques, on obtient une caractérisation de la I'-
convergence a l'aide des suites.

Théoréme I.10.
Soit (X, d) un espace métrique. Une suite de fonctions (Fj) I'-converge vers F, si,
et seulement si, pour tout X € X, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour toute suite (X j) convergeant vers X

F(x) < liminf Fj(xj). (I-2)
j—o00

2. Il existe une suite (Xj) convergeant vers X telle que

F(x) = lim Fj(xj). (I-3)
j—o00

Preuve. Supposons que (Fj) I'-converge vers F et considérons une suite (Xj)
convergeant vers X, on a
F(xX) = sup liminf inf Fj(y),
UEV(X) J]—>0o0 yeU

Considérons U un voisinage de X. A partir d’'un certain rang Xj € U, en sorte
que infyey Fj(y) < Fj(Xj) et donc liminfj_, o infycy Fj(y) < liminfj_ Fj(Xj), en
passant a la borne supérieure sur les U on conclut. De méme on remarque qu’en
général (I'-limsupFn)(x) < limsup,_, , Fj(x)).

Considérons X tel que F(X) < 400 et soit (Ux) une base dénombrable
de voisinages de X, telle que Ux;1 C Uk pour tout k € N et soit (&) une suite
décroissante convergeant vers F(X) dans R telle que S > F(X) pour tout Kk, par
définition de F(X) :

& > F(x) > limsup inf Fj(y)
j—o00 yeUk

pour tout K. Ainsi il existe une suite croissante d’entiers j telle que
& > inf Fj(y)
yeUk

pour tout | > jk. On en déduit que, pour tout k € N, il existe yd e Uy tel que
S > Fj (yli). On définit alors la suite (Xj) en posant Xj = X si | < jpet Xj = yli
si Jk <] < Jk+1. Comme Xj € Uk, pour tout | > jk, la suite (Xj) converge vers X
dans X, et comme § > Fj(Xj) pour tout j > jk on obtient

F(x) = lim s > limsupFj(xj) > liminf Fj(xj) > F(x)
k=00 j—o0 s

Réciproquement : Soient F = I'-liminf F, et F = T'-limsupF,, on veut
démontrer 1’égalité de ces deux fonctions. Par ce qui précéde on a, pour tout X,
une suite Xj — X telle que

E() < liminf Fj(xj) = F(x), F(x) < limsupFj(xj) = F(x)
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il suffit donc de démontrer que F(X) < F(x) et F(X) < F(X). Or, en procédant
comme ci-dessus, on montre qu’il existe une suite Xj — X telle que F(X) =
limsup;_, o, Fj(Xj), pour cette suite on aura aussi F(x) < limsup;_, , Fj(xj) par
hypothese, en sorte que F(X) = F(X).

Pour terminer la démonstration il suffit donc de démontrer qu’il existe
une suite Xj — X telle que F(X) = liminf;_, o, Fj(Xj). Pour cela soit X € X tel que
F(X) < 0o et (Uk) une base dénombrable de voisinages de X, telle que Uy C Uk
pour tout K € N et soit (&) une suite convergeant vers F(X) dans R telle que
Sk > F(X) pour tout k. Par définition de F(X) :

& > E(X) > liminf inf Fj(y)
j—oo yeUyg

pour tout K, ainsi il existe une suite strictement croissante d’entiers jx telle que
pour tout k

S > y'QJk Fic ().

Donc pour tout kK € N, il existe Yk € Uk tel que s¢ > Fj, (Yk). On définit alors la
suite (Xj) en posant Xj = Yk si ] = jk et Xj = X sinon. Comme X € Uy pour tout
J > jk. la suite (Xj) converge vers X dans X, et comme Xj, = Yk on obtient

FE(x) = lim s¢ > liminf Fj (yk) > liminf Fj(xj) > F(X)
k— o0 k— 00 j— 00

ce qui conclut la preuve. U

Remarque [.11. La démonstration du théoréeme précédent induit une caractéri-
sation par les suites des I'-limites inférieures et supérieures d’une suite de fonc-
tions. On remarque que la preuve est encore valide pour des espaces possédant
une base dénombrable d’ouverts. Dans la littérature c’est souvent cette définition
par les suites qui est donnée et en pratique c’est celle-1a qui est la plus utilisée.

On dira qu’une famille de fonctions est légérement equi-coercitive, s’il existe un
compact K C X tel que pour chaque fonction de la famille la borne inférieure sur
ce compact, soit égale a la borne inférieure sur X.

Théoréme [.12.
Soit (X, d) un espace métrique, et supposons que la suite (Fj) soit légérement equi-

coercitive sur X et I'-limj_,o Fj = F alors linfinum de F sur X est un minimum
et

minF = lim infF;

X jooo X

de plus si la suite (Xj) converge vers X telle que limj Fj(Xj) = limj_, infx Fj alors
la limite est un point minimum pour F

Preuve. La suite (Fj) étant légérement equi-coercitive, on peut trouver une suite
(Xj) contenue dans un compact telle que

liminf Fj(xj) = liminf ir)}f Fi
j j
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on peut donc trouver une sous-suite de (Xj) convergeant vers X et que 'on note
encore (Xj) telle que

lim Fj(xj) = liminf inf F;
i J\2) i X J
alors par définition de la I'-convergence

infF < F lim Fj(xj) = liminfinf F;
nfF < (x)gnjn i (X)) |mj|n It Fj

mais en plus on peut trouver, pour tout Yy € X, une suite (yj) convergeant vers y
et vérifiant
lim supir>1<f Fj <limsupF;(yj) = F(y).
j

En passant a la borne inférieure sur les y € X on obtient finalement

limsupinf Fi <infF < F(X) < liminfinf F; < limsupinf F;
jpx'_x <FM) < Pox jpx'

en sorte que l'on obtient la convergence de la suite (infx Fj), vers une valeur de
F, qui n’est autre que le minimum de F.

Dans la preuve que l'on vient de faire la seule hypothese sur (Xj) quel’on a
utilisée est lim; fj(X;) = limj_ « infx F;j. La derniére assertion est par conséquent
démontrée. N

I.2 Propriétés de la [ -convergence

Nous n’allons pas étudier les propriétés les plus générales, pour cela nous
renvoyons a [Mas93] et a la large bibliographie qui y est incluse, et puisque, en
fin de compte, nous allons utiliser cette convergence sur des espaces fonctionnels
(L2, H1..) il est tout naturel d’étudier a présent :

I.2.a La ['-convergence dans les espaces vectoriels normés

Dans ce qui suit X sera un espace vectoriel normé réel. On se donne une
suite (Fj) de fonctions a valeurs dans R. Comme nous allons le voir certaines
propriétés potentiellement partagées par les Fj vont passer a la limite.

Théoréme 1.13.

Si toutes les Fj sont convexes il en est de méme pour I'-limsupF;.

Preuve. Commencons par noter F = I'-limsupF; et supposons donc que pour
tout j, Fj est convexe. Prenons alors X; et Xp deux points tels que F(Xj) < 400 et
soit t € [0, 1] et notons X = tX1 + (1 — t)Xo2. Par continuité de I’application

(uv) > tu+(1—-1tw
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de X x X = X, pour tout U € V(X), on peut trouver deux voisinages, U1 € V(X1)
et Ux € V(X2), tels que l'ensemble

={ty1+ (1 —-t)y2| y1 € Uy, yo € Up} C U.

Alors, pour tout j € N, on a

inf Fj(y) < |nf Fi(y) < inf inf Fj(tys + (1 —=1t)y2). (I-4)
yeU y1€eU1 yoeUs
Comme pour i = 1,2
limsup |nf Fi(yi) < F(X) < 400 (I-5)
jooo YieUi

il existe k € N tel que, pour tout | > K, infy,cy; Fj(yi) < 400, en sorte, que pour
] > K, on obtient en utilisant ’hypothése de convexité

inf inf FJ(ty1+(1—t)y2)<t |nf FJ(y1)+(1—t) |nf F,(yz) (I-6)
y1€Us y2€Uz

et maintenant l'utilisation des inégalités ([-4), (I-5) et (I-6) nous donne

lim sup |nf Fi(y) < tF(x1) + (1 — t)F(x2)

_]—)OO

ceci pour tout voisinage U de X. En passant a la borne supérieure sur U on obtient
finalement F(X) < tF(X1) + (1 — t)F(X2), donc F est convexe. D

Remarque [.14. Comme le montre ’exemple qui suit la I'-limite inférieure ne
partage généralement pas cette propriété. On prend X = R et Fy(X) = (X — (—1)”)2
alors par la propriété [.8 (et la caractérisation par les suites) on obtient

T-liminf Fj = inf((x — 1% (x +1)?)  ~ L@
j%OO
qui n’est pas convexe.

Définition 1.15.
On dira qu’une fonction F : X — R est paire (resp. impaire) si F(—X) = F(X)
(resp. F(—X) = —F (X)) pour tout X € X.

Proposition 1.16.
Si toutes les fonctions Fj sont paires alors il en est de méme pour les I'-limites
supérieure et inférieure.

Preuve. On note une fois de plus

F =T-liminf F, F =T-limsupFy
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Il suffit de montrer que pour tout X on a F(—X) < F(X). Comme la fonction y —
—Y est un homéomorphisme, pour tout U € V(—X) l'ensemble V = {—y | y € U}
est un voisinage de X. De sorte que, pour tout | € N,on a :

y'QB Fi(y) = y.g Fi(=y) = ylgg Fi(y)

et donc

liminf |nf Fi(y) = I|m|nf |nf Fi(y) < E(x)

j—oo yeU

on passe a présent a la borne supérieure sur les voisinages U de —X pour terminer.
On procéde de maniére similaire pour F. N

Remarque [.17. Soit X = R et soit F,(X) = xcognXx). Toutes les fonctions Fp
sont impaires, cependant on montre que la I'-limite est F(X) = —|X| qui est paire.

Définition 1.18.
Soit p € R : on dira qu’une fonction F : X — R est positivement homogéne de
degré p si, pour tout t < 0 et pour tout X € X, on a F(tx) = tPF(x)

Proposition 1.19.
Si toutes les (Fj) sont positivement homogeénes de degré p il en est de méme pour
les I'-limites supérieure et inférieure.

Preuve. Soitt > 0, comme la fonction X > tX est continue, pour tout voisinage
U e V(tx), W = (1/t)U est un voisinage de X. Ce qui implique que, pour tout
jeN,ona:
yiQL Fi(y) < yiQ\‘;v Fi(ty) =tP yig\fv Fi(y)
donc
liminf |nf Fi(y) < tpllmlnf |nf Fi(y) < tP(T-liminf Fj)(x).

j%oo ye

en prenant la borne supérieure sur tous les U on obtient
(T'-liminf Fj)(tx) < tP(C-liminf Fi)(X),
ce qui suffit. On procéde de méme pour la I'-limite supérieure. D

Définition 1.20.

On dira d’'une application F : X — [0, +0o0] qu’elle est une forme quadratique a
valeurs étendues si c’est une forme quadratique sur un sous-espace Y (que 'on
notera D(F)) de X et si elle vaut +00 sur X\Y.

On a la proposition suivante, caractérisant les formes quadratiques a valeurs
étendues :

Proposition [.21.
Soit F : X — [0, 400] une fonction quelconque. Si

(@) F(O) =
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(b) F(tx) < t?F(X) pour toutx € X ett > 0,
(¢ FX+Yy) + F(X—Y) <2F(X) + 2F(y) pour tout X, y € X,
alors F est une forme quadratique a valeurs étendues. Réciproquement, si F est

une _forme quadratique a valeurs étendues alors les deux derniéres conditions sont
des égalités.

Preuve. cf. par exemple [Mas93] chapitre 11 pages 128-131 l

On peut a présent énoncer le théoréme suivant

Théoréme [.22.
Si la suite (Fj) I'-converge vers une fontion F, et si toutes les fonctions F;j sont des
formes quadratiques a valeurs étendues positives alors F Uest aussi.

Preuve. La positivité passe de maniére évidente a la limite, par conséquent il
suffit de montrer que F vérifie les conditions de la proposition [.21.

La condition (a) : pour tous les j on a Fj(0) = 0 en sorte que F(0) < O suivant la
proposition 1.8, la positivité faisant le reste.

Puisque toutes les fonctions sont homogéne de degré 2 il en est de méme par la
proposition 1.19 pour F.

Vérifions la condition (c), i.e. I'inégalité du parallélogramme. Soient X; et X2 € X
puisque les deux fonctions (Y1, Y2) — Y1+ Y2 et (Y1, Y2) — Y1 — Y2 sont continues
de X x X dans X, pour tout voisinage U € V(X1 + X2) et V € V(X1 — X2) il existe
des voisinages W, € V(X;), pour i = 1, 2, tels que,

yi+Y21y1e Wi, y2 e Wo} C U, Yi—Y2ly1e Wi, y2 e Wo} CV,
et puisque les fonctions Fj sont toutes des formes quadratiques étendues elles
vérifient :

|nf Fi(y) + |nf Fi(2) < inf |nf FJ (Y1 + Y2) + |nf inf Fi(yr—¥2)
y1eW; y2eW. Wy y2eW2

< inf inf i F- —
_ylewlyzewz( i1+ ¥2) + Fj(y1 — y2))

2 inf F;j + 2 inf F;
ynt i (Y1) s i (y2)

INA

on en déduit que

I|m|nf |nf Fi(y) + lim suplnf Fi(2) < lim sup(lnf Fi(y) + |nf Fi(2)

j—o o j—o o0
< 2limsup inf F; (y1)+2I|msup |nf FJ (Y2) < 2F(X1) 4+ 2F (x2)
jooo YieWL jooo

ceci pour tout U € V(X1 + X2) et V € V(X1 — X2). En passant a la borne supérieure
sur U et V on obtient F (X1 + X2) + F(X1 — X2) < 2F (X1) 4+ 2F (X2). O

C’est une des raisons pour lesquels la ['-convergence est utile. Puisque nous nous
intéressons précisément aux formes quadratiques, ceci nous indique que la limite
éventuelle aura la forme espérée.
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I.2.b Compacité et ['-convergence

Dans I’étude de certaines équations différentielles, on peut étre amené a
passer par une famille d’équations permettant d’approcher la solution ; équations
intermédiaires que l'on sait résoudre, contrairement au probléme initial. L’étape
suivante (ou paralléle) consistant a parvenir a récupérer l'existence en faisant
converger dans un certain sens les solutions intermédiaires. Pour cela on intro-
duit une topologie adaptée au probléme, en espérant qu’elle posséde le plus de
compacts possible. C’est ce que l'on fait avec la méthode des éléments finis, par
exemple.

Par conséquent, pour que la ['-convergence soit intéressante, il faut que
la théorie contienne des théorémes dit de compacité. En voici quelques-uns.

Proposition 1.23. .
Soit (X, d) un espace métrique séparable, et (Fj) une suite de fonctions de X — R.
Alors il existe une suite croissante (jk) telle que la suite (Fj,) soit I'-convergente.

Preuve. Soit (Uk) une base dénombrale d’ouverts pour la topologie de X. Comme
R est compact, il existe une suite croissante d’entiers (a )j telle que

lim inf F_o(y)
i yeUg i

existe. Alors pour tout kK > 1 on définit la suite (¢ J!‘) j comme sous-suite de (ajk_l) i
suivant laquelle
Ilm inf F_k(y)
yeUg ]

existe. On prend alors la diagonale jx = ak, afin que, pour cette suite,
lim inf F;
Kk yeU jk(y)
existe pour tout | € N. En particulier on aura
liminf inf F; = limsup inf F;
K yeU Jk(y) K pyeU| Jk(y)

O

Remarque [.24. Sans la condition de séparabilité, la proposition est fausse en
générale. Par exemple considérons X = {—1, 1} munis de la topologie discrete. X
est métrisable et la I'-convergence se confond alors avec la convergence simple.
Prenons la suite fj : X = {—1, 1} définie par fj(X) = X si X = (Xo, X1, ...). Si fj,
est une sous-suite, prenons X défini par Xj, = (DX et Xj =1si] &{jx|keN}L
Alors la limite limg fj, (X) n’existe pas de sorte qu’aucune sous-suite ne converge.

Placons nous dans un cadre encore plus particulier (mais proche de notre
problématique). Soit Q un ouvert de R", on note A '’ensemble des sous ensembles
ouverts de Q et WL-P(.) I'espace de Sobolev des fonctions U € LP avec Du € LP.
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Supposons que p > let soit a > f > 0. Posons Z = Z(p, a, f) la classe
des fonctionnelles F : LP(Q) x A — [0, +00] pour lesquelles il existe une fonction
de Borel f : Q x R" — [0, +o0] telle que :

(x, Du(x))dx, siue V\/lt’cl(A),

@ F(u, A = HAOL

R sinon,

(i) alélP < T(x,$) < pUEIP+1D)

pour tout U € LP(Q), Ae A, x € Q, ¢ € R". On a le théoréeme suivant dont nous
ne donnerons pas la preuve (cf. chapitre 12 de [BD98] et chapitre 20 de [Mas93]) :

Théoréme 1.25.
Pour toute suite (Fp) de fonctionnelles dans la classe T il existe une sous-suite Fpn,

et une fonctionnelle F dans la classe I telles que (Fn, (-, A)) I'-converge vers F (-, A)
dans LP(Q) pour tout A € A.

Donnons enfin une version adaptée a I'’étude des opérateurs elliptiques
(tel que le laplacien auquel nous nous intéressons). Prenons o et f deux réels
strictements positifs et Q un ouvert borné de R". On note E(Q) I’ensemble des
matrices carrées symétriques (§jj)i1<i,j<n a coefficients dans L*°(Q2), telles que
pour tout & € R" et presque tout X € Q, on ait :

alél? < D7 a(0&¢ < pIE (I-7)
i,j=1

Parallélement on notera Q(Q) 'ensemble des fonctionnelles quadratiques de la
forme

F:L2Q) x A — [0, 400]
Ia (Zin,jzlaij DjUDiU) dx, siue H(A)

+o00, sinon,

u,A - { (I-8)

avec (gj) € E(Q2). On dira que F est la fonctionnelle quadratique associée a la
matrice (&j). Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme [.26.
Pour toute suite (Fj) dans Q(Q) il existe une sous-suite (Fj,) et une fonctionnelle
F e Q(Q) telles que (Fj, (-, A)) I'-converge vers F (-, A) pour tout A € A

Preuve. On remarque que Q(Q) C Z(2, a, f) en sorte que, par le théoréme [.25,
il existe une sous-suite (Fj,) et une fonctionnelle F € Z(2, a, ) telles que Fj,
I'-converge vers F(-, A) dans L%(Q). Le théoreme [.22 quant a lui nous indique
que F est bien une forme quadratique (Preuve compléte chapitres 19, 20 et 22 de
[Mas93]). O
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I.3 Un cas particulier : ’homogénéisation

L’homogénéisation consiste en la recherche de la I'-limite éventuelle
quand € — 0O des fonctionnelles de la forme :

Fe(U)=/Qf(§, Du(x))dx.

Elles sont associées a des problémes de matériaux microscopiquement
hétérogenes, dont le comportement macroscopique est celui d'un matériau ho-
mogene, d’ou le terme «<homogénéisation». Le but est donc de chercher les ca-
ractéristiques du matériau homogeéne décrivant le comportement macroscopique.
Dans ce cas on a un certain nombre de méthodes, et méme de résultats suivant
la forme de la fonction f. Pour en savoir plus on pourra consulter [BD98], ou
bien [BLP78]. Nous donnons ici quelques exemples relatifs a notre étude, dont les
résultats précisent le théoréme [.26.

Dans ce qui suit nous noterons M™*" ’ensemble des matrices a m lignes
et N colonnes et on rappelle que WLP est I'espace de Sobolev des fonctions U qui
sont LP ainsi que leur jacobienne.

I.3.a Homogénéisation a une dimension

Etudions la I'-convergence des fonctionnelles de la forme
t
Fe(U) :/ f (—, u/(t)) dt, ue Wl’p(O, 1)
Q €

ou f : R?2 - RT est une fonction telle que

f(t,-) estcontinue pour presque toutt € R;
f(t,) estconvexe pourtoutt € R;
f(-,X) est mesurable pour tout X € R;
f(-,X) est 1l-périodique pour tout X € R;
de plus, il existe p > 1 tel que pour tout (t, X) € R?
IX[P < f(t,x) < B(1+1IxP) I-9)

alors il existe une fonction convexe fg: R — R telle que pour toute suite (& j) on
ait

1
/ fo(u)dt = T-lim F,, (u) (I-10)
0 i

pour tout u € WL-P(0, 1).

Pour parvenir a démontrer cela on va chercher a calculer fp a priori.
L’inégalité de Jensen nous permet d’exprimer fg comme un minimum :

1
fo(X) = min {/ fo(u" + x)dt : u(0) = u(d) = 0]
0
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alors en appliquant I-10 avec ¢j = 1/j on « devine » que
1
fo(x) = Iim min {/ f(jt,u +x)dt:u) =u@) = O}
= I|m min [/ f(jt,u +x)dt: u0) = u(1)]
= I|m mln{ f(t, u’ + x)dt : u(0) = u(j)]
= IIm mln[ f(t, u’ + x)dt : U est | périodique ]
montrons que
(1] .
inf [J—/ f(t,u’ + x)dt : u est j périodique ]
0
1
= min [/ f(t, U 4+ x)dt : u est 1 périodique }
0
en effet on peut facilement montrer que
(1] .
inf [J—/ f(t,u + x)dt : u est j périodique ]
0
1
< min [/ f(t,u’ + x)dt : u est 1 périodique }
0
quant a l'inégalité inverse, on prend une fonction U j-périodique, et on définit
1.3
o) == u(t+1i)
J i=0
qui est alors une fonction 1-périodique en sorte que
1 1
inf {/ f(t, w + x)dt : w est 1 périodique } < / f(t,o" 4+ x)dt
0 0

:%/O]f(t,v’—i-x)dt
i i—
= / Z (u(t-l—l)—l-x))t
0
j
J};%/o f(t,u'(t+i)+ x)dt

— Tl/] f(t, u'(t) + x)dt

0

(convexité)

IA
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d’ou linégalité inverse. Ainsi la recherche de fg revient a résoudre le probléme
cellulaire :

1
fo(X) = min [/ f(t,u’ + x)dt : u est 1-périodique ]
0

on dispose aussi d’'une autre formule, dite formule asymptotique homogéne :

1 T
fo(X) = Tirﬂoomin [?/0 f(t,u +x)dt:u0) =u(T) = O]

Pour montrer la I'-convergence il suffit de se restreindre aux fonctions affines par
morceaux (en fait & un sous ensemble dense de wi P).

I1.3.b Homogénéisation périodique

Nous allons donner I’énoncé qui géneéralise ce qui vient d’étre dit. On
considére une fonction borelienne f : R" x M™N 5 Rt satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

(i) (Périodicité)
f (-, A) est Z"-périodique, pour tout A e M™*", (I-11)
i,e f(Xx+Kk, A)= f(x, A), pour tout X e R, k € Z.

(ii) (Condition de croissance standard) il existe deux constantes 0 < o < S et
p > 1 telles que
alAIP < f(x, A) < B(1+1]AP), 1-12)

pour tout X € R" et A e M™*N,

Enfin, on se donne un ouvert borné Q de R" et on pose, pour tout ¢ > 0 et tout
ue WLP(Q; R™M),
X
Fe (U) =/ f(—, Du(x)) dx.
Q &

Ceci introduit, on peut énoncer le résultat suivant, dont nous ne donnons
pas la démonstration (cf. [BD98] chapitre 14)

Théoréme 1.27.

Soient f et F, comme ci-dessus, alors, pour toute suite ¢ ji— 0,

r- lim F(u) =/ fhom(Du(x)) dx,
Q

j—+o0

pour tout U € WHP(Q; R™), ot fhom: M™*" — Rt est une fonction satisfaisant la
formule asymptotique homogéne :

fhom(A) = lim 1 inf [/]o [ f(x, A+ Du(x))dx:ue Wg’p(]o,t[”; Rm)]
A"

—+00

pour tout A € MM,
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Remarque [.28. La fonction fhomposséde d’autres propriétés, elle est notamment
quasi-convexe. Nous renvoyons une fois de plus a [BD98] 5.3, pour plus de détails.
Notons cependant que, comme dans le cas 4 une dimension, si, pour tout X € R",
la fonction f (X, -) est convexe, fhomest la solution du probléme cellulaire suivant :

fhom(A) = inf [/ f (y, A+ Du(y)) dy:ue W;’p(]o, 1M, ]Rm)]
jo.n
pour tout A € MMM avec

loc

Wi’p(]O, 1["; Rm) = {u e WPy Z“—périodique} .

I1.3.c Homogénéisation presque périodique

Définition 1.29.

Soit (X, || - ||) un espace de Banach complexe. On dira d’une fonction » : R" — X
qu’elle est uniformément presque périodique si elle est la limite uniforme d’'une
suite de polynomes trigonométriques sur X i.e. limy||Px — v]looc = O pour des
fonctions de la forme,

Mk
P(y) = D xKexpi (A, y),
=1

avec X'j‘ e X, /l'j‘ e RN etry e N.

On considére une fonction f : R" x RM™ x M™XN 5 R satisfaisant la
condition de croissance

alAIP < f(x,s, A) < B(1+|AIP) (I-13)

pour tout (X, s, A) € R" x R™ x MM*" et pour un p > 1. On demande de plus que
les deux ensembles

TA= {r eR":|f(x+ 1,5+ A7, Y) = f(X,5Y)| <n(1+]Y|P)

pour tout (X, s, Y) € R" x R™ x men}
(1-14)

T0={r e R™:[f (s +7,Y) = T8 V)] < n(1+1Y1P)

pour tout (X,S,Y) e R" x R™ x men}
soient relativement dense dans R" et R™ respectivement (i.e. il existe L > 0 tel
que TA+[0, L["=R"et T2+ [0, L[" =R™).

Remarque. Ceci provient d’une caractérisation des fonctions uniformément
presque périodique. (cf. [BD98] théoréme A.6)



Bréve initiation & la I'-convergence 31

Enfin, on définit, pour Q un ouvert borné de R" et pour tout U €

WLP(Q: RM),
( ) X Uu(x)
Fg(u)=/9f(;,—€ Du(9)dx

alors on a

Théoréme [.30.

Soit f verifiant les hypothéses [-13 et I-14, F, comme ci-dessus alors il existe une
fonction fhom: M™" — R telle que, pour tout ouvert borné Q, u € WL-P(Q; R™) et
toute suite j — 0 :

r- lim ng(u):/ fhom(Du(x))dx,
Q

j—> 400

la_fonction fhom satisfaisant de plus a la_formule asymptotique homogéne

1
fhom(A) = lim inf[t—n/ f (X, u(x) + Ax, Du(x) + A)dx:
10,t["

l
t—>+4o00
ue W, Pqo, t["; Rm)] (I-15)

pour tout A € MM

Remarque [.31. Pour la démonstration de ce théoréme voir [BD98] chapitre 15.
Nous verrons une utilisation de ce théoréme liée a la norme stable en III. La
fonction fhom est également quasi-convexe : quand nous l'appliquerons nous ob-
tiendrons une fonction convexe.
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II Analyse fonctionnelle et mm-espaces

II.1 Filets et convergence de Gromov-Hausdorff
II.1.a Ensembles ordonnés et filets

Pour définir une topologie donnée, le cas le plus agréable est le cas des
espaces métriques ou celle-ci peut étre décrite a 'aide des suites. Il est ainsi
tentant de définir une topologie en définissant la convergence des suites, mais
cela ne suffit pas. Pour s’en convaincre considérons l'espace CR des fonctions
définies sur R a valeurs dans C, muni de la topologie produit (la convergence
simple). Le sous-ensemble des fonctions continues C(R) est un sous-espace de
CR. Tentons de déterminer son adhérence a 'aide des suites. Si on considére une
suite de fonctions continues ( f) convergeant simplement vers f, alors f est borel
mesurable. Ainsi I’ensemble des limites des suites convergentes a éléments dans
C(R) est un sous ensemble distinct de C¥. Cependant C(R) est dense dans CR.
En effet si f € CR les ensembles

{geCR:|g(Xj)— f(Xj)} < ¢ pour | =1,...,n}

X1,...,Xn € R,ne N, e > 0)

forment une base de voisinage de f, et chacun d’entre eux contient une fonction
continue.

On peut cependant généraliser la notion de suite dans un espace topolo-
gique quelconque. La notion de filtre en est une vision, ici nous parlerons de filet
(net en anglais). Pour cela on considére un ensemble partiellement ordonné, i.e.
la donnée d’'un ensemble A muni d’une relation binaire < tel que (i) & < a pour
touta € A; (i) sia <X f et <y alors a < y et (iii) pour tout a,f € A il existe
y e Atelquea <y et f < y.

Définition 1.32.
Un filet dans un ensemble X est une application o — X, d’'un ensemble partielle-
ment ordonné A dans X.

Exemples [.33. Voici quelques exemples d’ensembles partiellement ordonnés

1. L’ensemble des entiers naturels N aveci < | si, et seulement sii < j. Dans
ce cas le filet est simplement une suite.

2. L’ensemble R \ {a} (@ € R), avec X <y si, et seulement si, |[X —a| > |y — a|.

3. L’ensemble des partitions a = Xg < - -+ < X, = b de l'intervalle [a, b], avec

si, et seulement si max(Xj — Xj_1) > max(yk — Yk-1)-

4. L’ensemble des voisinages d’un point X dans un espace topologique X, avec
U<VsUDV.
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Placons nous dans un espace topologique X, et donnons-nous un filet
(X¢)aea, on dira que le filet converge vers un point X, si pour tout voisinage
U € V(X), il existe ag € A tel que X, € U pour tout ag < a (on dira «pour a suffi-
samment grand»). De méme on dira d’'un point qu’il est un point d’accumulation
du filet si pour tout voisinage U de X, pour tout a € A il existe f = a tel que
Xz € U. Définissons maintenant ce qu’est un sous-filet :

Définition 1.34.

Un sous-filet d’un filet (X,)qeA estla donnée d'un filet (Yz)sep et d'une application
p +— ap de B dans A tels que (i) pour tout ag € A il existe fo € B tel que si f = fo
alors ap = ao, et (i) yp = Xa

Remarque [.35. Un sous-filet d’une suite n’est pas forcément une sous-suite,
meéme si ’ensemble partiellement ordonnée pour le sous-filet est N (on peut s’ar-
réter sur un élément de la suite).

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser aux espaces topolo-
giques quelconques la caractérisation des espaces fermés, de la continuité, de la
compacité dans le cas métrique en remplacant suite par filet et sous-suite par
sous-filet (cf. Folland [Fol84] chapitre 4 par exemple).

II.1.b Topologie de Gromov-Haussdorff mesurée

Pour mener a bien nos démonstrations, nous allons avoir besoin de la
convergence de Gromov-Haussdorff, que nous allons aborder suivant le point de
vue de Fukaya [Fuk90] :

Notons ME7T l'ensemble des classes d’isométries d’espaces métriques
compacts. Soient X et Y deux éléments de MET alors une application ¢ : X = Y
est appelée une e-approximation de Hausdorff si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

1. Le e-voisinage de ¢(X) dans Y est Y.

2. Pour tout X,y € X on a
dex, y) = d(#00, ¢)| < €.

Nous aurons besoin par la suite d'une version plus précise de la conver-
gence de Gromov-Hausdorfl, adaptée aux espaces mesurés. Nous demanderons
ainsi a ceux-ci, non seulement de converger au sens de Gromov-Hausdorff usuel,
mais aussi d’entrainer les mesures avec eux, en les faisant converger vaguement,
c’est ce qui est dit dans la définition qui suit.

Notons M l’ensemble des couples (X, m) ou (X) est dans MET et mest
une mesure de Radon sur X. On notera CO(Q) les fonctions continues a valeurs
dans R sur un ensemble Q. Enfin 4 est un ensemble partiellement ordonné («
directed ») alors
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Définition 1.36 (Topologie de G-H mesurée).

On dira qu’un filet d’espaces dans M, {X,, M,},c4 converge vers (X, m) au sens
de la convergence de G-H mesurée si, et seulement s’il existe un filet de nombres
positifs, décroissant vers O, noté ¢,, et des ¢,-approximations, m,-mesurables
fy 1 Xo = X tels que

/ uo f, dma—e/udm VUGCO(X) (I-16)
a X

c’est-a-dire
vaguement

(fa)«(My)  —>

II.2 Convergences des filets d’opérateurs bornés

Dans cette partie nous allons adapter les notions usuelles de convergence
dans un espace de Hilbert a notre problématique, ce qui nous permettra d’adapter
les notions de convergence d’opérateurs bornés sur un espace de Hilbert.

II.2.a Topologies sur un filet d’espaces de Hilbert

Pour ce qui suit on se donne un filet (X,, M,),c4 d’espaces dans M, que
I'on suppose converger pour la topologie de G-H mesurée vers (Xso, Myo). Nous
nous intéresserons spécialement a L2(X,, m,) = Lg (resp. L2(Xoo, Myo) = Lgo]
i.e. 'ensemble des fonctions a valeurs réelles, dont le carré est intégrable, on
notera (-, ), (resp. (-, -)oo) leur produit scalaire respectif et || - ||, (resp. || - [lo0))
leur norme respective. A présent nous allons donner un sens au fait qu'un filet
d’éléments U, € Lg converge vers un €élément Uy, € Lgo fortement. On supposera
dans tout ce qui suit que les fonctions continues sont denses dans chaque espace
Lg (resp. LCZ)O).

Définition 1.37 (Topologie forte sur £,
On dira d’un filet (Uy),eq avec U, € Lg qu’il converge fortement vers un vecteur
ue Lgo sil existe un filet (vg)pes C CO(XOO) qui tend vers U dans Lgo et tel que

limlimsup|log o f, —Uglle =0
B a

((f,) est le filet des ¢,-approximations). La topologie induite par cette forme de
convergence sur £2 = L,c A Lg est appelée topologie forte.

Nous allons voir que cette convergence est une bonne convergence, dans
la mesure ou elle vérifie un certain nombre de propriétés que 1'on est en droit
d’exiger d’elle :

Propriétés 1.38.
Soit (Uy)gea €t (04)qen deux filets de vecteurs de £2 avec Uy, v, € Lg etu,v e Lgo
alors
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1.u,—0e€ Lgo dans £2 si et seulement si ||Ug |l — O.
2. Siu, —> u dans £2, alors ||Uylle = [Ullco-

3. Siu, — U et v, —> v dans £2 alors AU, + Uvg — AU+ po dans £2 pour
tout A et u dans R.

Siu, —> U et v, —> v dans £2, alors (U, Va)o = (U, 0)oo.
Si |Uy — vglle = O et u, —> u dans £2 alors v, —> U dans £2.

SiU, —> U et vy —> U dans £2 alors ||Uy — 04l = O.

N O O R

Pour torétt w e Lgo il existe un filet (wy)qeq avec w, € Lg qui converge vers w
dans £°.

Puisque nous avons une convergence forte, il est logique d’introduire une
convergence faible. Pour cela nous allons généraliser une propriété de la conver-
gence faible usuelle sur un espace de Hilbert.

Définition 1.39 (Topologie faible sur £,
On dira qu’un filet (U, )qc 4, converge faiblement vers un vecteur U € Lgo si

lim(Ug, vo)a = (U, )oo (I-17)

pour tout filet (v,)geA, g € Lg convergeant fortement vers v € Lgo dans £2. Cette
convergence induit une topologie sur £2 dite topologie faible

Nous allons voir que c’est bien la bonne maniere de voir. Commencons
par une propriété importante : la compacité faible des bornés (cf. [KS] lemme 2.2) :

Propriété 1.40.
Soit (Ug)ged, Uy € Lg un filet alors, si ||U,]|, est uniformément borné pour o € A, il
existe un sous-filet faiblement convergent.

Preuve. Soit (¢k)ken une base orthonormale de Lgo. Par densité des fonctions
continues dans Lgo, pour tout K il existe un filet de fonctions continues (¢ g)ges
telles que limg gk s = ¢k dans Lgo. Quitte a passer a des sous-filets de A et B on
suppose que (on note f Xy =y o f,),

Iiz)n lim(ue, fye1p)e =1 €R
a

suivant ’hypothése de borne uniforme, a; € R. En répétant ce procédé, on peut
supposer que pour tout k € N il existe ax € R telle que

|I2n Ii£n<ua, f;¢k,ﬁ>a = .
Fixons un entier N. Pour tout € > 0 il existe un f, € B tel que pour tout f = f

|<€”k,ﬁ, ?lLp)oo — 5k|‘ <€
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pour K,| =1,..., N. De plus, pour tout f = f, il existe a g € A tel que,

[(fiokp, Tronpla — 0| < 2e,

pour tout K, =1,...,Neta = acp. Soit L, s = Vect{f ok s | K=1,..., N}, et
P.p : L2 = L, s la projection sur l'espace linéaire L, s C L2 on a alors :

N

2
D NUas ok p o fda|” = 1 Puplaliz| < On(e)
k=1

pour tout a > a¢ p et f = Be, avec Oy une fonction ne dépendant que de N telle
que lim._,00n(¢) = 0. On en déduit que pour tout N

N

N
N " 2 N
E lal? = limlim E |(ua, fagok,ﬂ)a‘ = lim lim ||Pa,5ua||§
k=1 b3 poe

< limsup|lug 2 < oo
o

en sorte que

o
U= > awe L’

k=1
On va démontrer qu'un sous-filet de (U,), converge faiblement vers U. Consi-
dérons v € Lgo et posons by = (v, Pk)co. Suivant la propriété 1.38, dans notre
cas il suffit de montrer que (I-17) est vérifié pour un filet (v,), bien choisi. Soit
v'; = Z,'(\lzl bkok,p. Ainsi définie v'; e Clet MmN oo limg v'; = p fortement. On
obtient

N N
. . « N . . %
I|2n lim (U, fop)e = I|2n lim > bilUa, Trokpla = D akbx
k=1 k=1
qui tend vers (U,v)s avec N — o0. Il existe donc un filet de nombres entiers

(N tendant vers oo tel que v N converge fortement vers v et
BB B g
i 1m (U Fr0p")a = (U, 0)oo.
U

La propriété suivante donne des informations sur le filet des normes d’'un
filet faiblement convergent.

Propriétés [.41.
Si le filet (U, )qen converge faiblement vers un vecteur U € Lgo. Alors

suplluglle <00 et [Ullee < Iimainf llUq |l
o

de plus, U, — U si et seulement si

lulloo = Tim {|ug I
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Preuve. On procéde par l'absurde. On considére un filet (U,) faiblement
convergent tel que Sup, ||Uy|l¢« = +00. Alors on peut en extraire une suite telle
que ||Ugllo > K; posons

1 ug

k= ———
K [Ug Nl

alors |[ok|l, = O donc vk converge fortement vers 0, en sorte que
(Uak, Uk)ak — (U, 0)so =0,
mais on a aussi
(uakavk>ak > 19

ce qui est absurde.

Pour l'autre inégalité on prend un filet (w, ), convergeant fortement vers
U (il y en a un d’apres [.38), alors
0 < liminf |u, — w,|?
a
= liminf (Jluallf + Il = 2(Ua, wa)a)

= liminf {lug I — llull5y
I’assertion finale provient de 1’égalité suivante
2 2 2
lUug — wa”a = ”u(x”a + ”w(x”a — 2(Ug, Wg)a-

et de [.38. O

La propriété suivante caractérise la convergence forte a 'aide de la convergence
faible.

Propriété 1.42.
Soit U € H alors U, —> U fortement si, et seulement si, (Uy, Uy)eq — (U, D)oo pour
tout filet (Vy)ged, Vg € Lg convergeant faiblement vers v € Lgo.

Preuve. Suivant la définition [.39 la condition est de maniére évidente nécessaire.
Réciproquement pour tout (v,) convergeant fortement (donc faiblement) vers v
on a

(Ug, Vg)a —> (U, D)0
a— 400

en sorte que le filet (U,) converge faiblement. Introduisons-le dans ’hypotheése,
cela nous donne la convergence du filet ||Ug || § vers ||u||2 , on conclut en utilisant
la propriété [.41 t

Remarque [.43. Si pour tout a, Li = Lgo on obtient les convergences usuelles.
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II.2.b Convergence des opérateurs bornés

Notons E(Lgo) I'ensemble des opérateurs linéaires bornés sur L2 , et || -
llz., leur norme. Soit By € E(Lgo) et B, € E(Li) pour tout a € A.

Théoréme et définition 1.44.

Soit U, v € Lgo et (Uy)gea, (0g)aea deux filets de vecteurs, U,, v, € Lg alors
on dit que (B,),eq converge fortement (resp. faiblement, compactement) vers B
si B,u, — BuU fortement (resp. faiblement, fortement) pour tout (U,) convergeant
fortement (resp. faiblement, faiblement) vers U &

liM(ByUg, va)e = (BU, D)oo (I-18)

pour tout (U,), (v,), u et v tels que U, —> U fortement (resp. faiblement, faiblement)
et v, — v faiblement (resp. fortement, faiblement)

Preuve. L’équivalence provient de la propriété .42 et de la définition .39 D

Remarque [.45. Ainsi définie la convergence forte des opérateurs est équivalente
a la convergence faible de leurs adjoints, en sorte que des opérateurs convergent
compactement si, et seulement si, leurs adjoints convergent compactement. Enfin
pour les opérateurs auto-adjoints les deux premiéres notions sont équivalentes.

On note B* I’adjoint de B.

Propriété 1.46.
Si le filet (B,) converge compactement vers B alors B et B* sont des opérateurs
compacts.

Preuve. Supposons que le filet converge compactement. Soit (vg)sep un filet
convergeant faiblement vers v dans Lgo. Alors

(U, Bg)oo = (B*U, 0)oc — (B*U, 0)oo = (U, Bo)oc

ce qui traduit la convergence faible de Bvog vers Bo. Pour tout 8 notons (U, g)
un filet tel que lim, U, g = vy fortement. Par convergence compacte des B, on a
la convergence forte de B,U,, s vers Bog, ceci pour tout £. Soit un filet de réels
positifs (e(f))p tel que limge(f) = 0. Alors il existe a(f) telle que, pour tout
a = a(p),

| | Baua,ﬁ”a — |l BD/)’||<>0| < e(p).

Si on note wg = Uy(p),s, alors

Ii;;n wp = v faiblement

et donc la convergence compacte implique la convergence forte du filet B, s)wp
vers Bo, or par construction,

i |11 Ban g lap) = 1Bogloc| = 0.

on en déduit donc que ||Bogllc — [|Bv|lc. On conclut grace a la propriété [.41.
0
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En ce qui concerne les normes des opérateurs on peut énoncer ce qui
suit,

Propriété 1.47.
Si B, — B fortement alors

liminf Byllz, = 1Bl
si de plus la convergence est compacte il y a égalité.

Preuve. Soit € > 0, il existe donc U € Lgo normé tel que ||[Bu||s > [|B|lz,, —€. On
prend maintenant un filet (U,) convergeant fortement vers U. Alors |[Uy|l, — 1,
de plus par convergence forte des (B,), on a ||B,U,|l, = [|BU|l~, en sorte que

I BoaUq lla

Vo[l

Supposons que le filet converge compactement et montrons l'inégalité inverse. On
prend un filet (U,) de vecteurs normés tel que,

liminf ||Bqllz, > liminf = |Bu|_ > IBliz, —¢€

|igl\|| Bullz, — IIByUalla| = O.

Quitte a prendre un sous-filet, on peut supposer que (U, ) converge faiblement vers
u. En tenant compte de [.41, on a ||U|| < 1. De plus la convergence compacte
implique la convergence forte de B,u, vers Bu, on obtient alors,

Bu
_ IBull

> ||IBUl|s = lim ||B,u =Ilim || B, .
IBllzy > Ul > ||BUllo n | BoUg |l n IBall 2,
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Deuxiéme chapitre

Spectres asymptotiques des
nilvariétés graduées

Introduction

Depuis M. Gromov [Gro81] nous savons que les seuls groupes a crois-
sance polynomiale sont ceux possédant un sous-groupe nilpotent d’indice fini. Il
est donc normal, du point de vue riemannien, de s’intéresser aux nilvariétés, les
quotients compacts de groupe de Lie dont l’algébre de Lie est nilpotente. C’est
dans ce cadre que se situe le travail de P. Pansu [Pan82] qui a étudié le volume
des grandes boules sur le revétement universel des nilvariétés munies d’une mé-
trique riemannienne. Cette étude faisait apparaitre une famille de métriques non-
riemanniennes, dites de Carnot-Carathéodory, que ’'on appelle aussi aujourd’hui
sous-riemanniennes. Leur étude s’est beaucoup développée et on les trouve au
centre d’'un certain nombre de théories, citons entre autres la théorie du controle,
la physique non holonoéme et la géométrie sous-riemannienne. C’est dans ce cadre
que se place ce chapitre. En effet, si du point de vu macroscopique les métriques
riemanniennes se comportent comme des métriques sous-riemanniennes inva-
riantes a gauche, qu’en est-il du laplacien sur les grandes boules ? Le cas inva-
riant & gauche nous en donne une idée. Celui-ci tend a se comporter comme un
opérateur hypoelliptique, que 'on appelle laplacien de Kohn. Il est associé a la
métrique de Carnot-Carathéodory apparaissant dans 1’étude macroscopique.

Cependant dans le cas général les comportements sont bien plus com-
plexes. Aussi nous sommes-nous placé dans un cadre sous-riemannien, qui nous
semble adapté a I’étude macroscopique des nilvariétés. Dans ce cadre, le seul
laplacien usuellement étudié est le laplacien de Kohn. Ce cas est trés restric-
tifs puisqu’il ne concerne que les métriques sous-riemanniennes invariantes a
gauche, il est donc naturel de demander s’il existe un laplacien adapté dans le
cas non invariant a gauche. Dans un premier temps nous introduisons donc une
famille de laplaciens sous-riemanniens (cf. I.1.d), qui colncide avec le Laplacien
de Kohn dans le cas invariant a gauche, et qui partage certaines de ses propriétés,
notamment ’hypoellipticité. Dans un second temps nous étudierons le spectre de
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ces laplaciens sous-riemanniens sur les boules de grand rayon. Nous montrerons
que celui-ci se comporte asymptotiquement comme le spectre d’'un laplacien de
Kohn, pour une métrique invariante a gauche, généralement différente de la dis-
tance obtenue par P. Pansu [Pan82]. Pour y parvenir nous utiliserons certaines
notions de convergence des opérateurs, introduites en [.II.

I Géomeétrie sous-riemanniennes des
nilvariétés graduées

I.1 Définitions des objets étudiés

I.1.a— On s’intéresse aux algebres de Lie nilpotentes u qui possedent
une graduation, c’est-a-dire une décomposition de la forme suivante :

u=Vi&®---oV,

telle que
1. V; est un supplémentaire de w1 dans u';
2. [Vi, Vil C Vi4j:

ou l'on a posé

ul =, utl = [ul, u]. (II-1)

Les algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2 sont toutes graduées. Il existe
cependant des algébres de Lie nilpotente non graduées dés la dimension 6.

A toute graduation (V;) est attaché un groupe a un parameétre d’automor-
phismes : _
8y 1 0,(X) =p'xsixeV,.

appelées dilatations. L'existence d'une telle dilatation est en fait équivalente a
l'existence d’une graduation, et c’est la principal vertue des algébres graduées.

Nous allons a présent nous restreindre aux quotients compacts des
groupes de Lie simplement connexes dont l'algébre de Lie est nilpotente. C’est
ce que l'on appelle les nilvariétés. Si l'algébre de Lie est de plus graduée nous
parlerons de nilvariété graduée (le groupe de Lie simplement connexe est parfois
appelé, dans ce cas, groupe de Carnot ).

I.1.b — Soit M" une nilvariété graduée, i.e. M" = I' \ G ou G est un
groupe de Lie simplement connexe, dont I’'algébre de Lie est nilpotente et graduée,
et I' un sous-groupe co-compact de G. La graduation induit une distribution H,
en transportant par translation a gauche I’espace Vj a l'origine. On suppose M"
muni d’'une métrique sous-riemannienne g sur H. i.e. la donnée d’'un produit
scalaire en chaque point X de M" sur Hy.

En raison de '’hypothése de graduation, une base de V; vérifie les condi-
tions d’Hdrmander, en sorte que cette métrique détermine une distance dg sur
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MP", dite distance sous-riemannienne ou distance de Carnot-Carathéodory. On
reléve tous ces éléments sur le revétement universel G ou ’on obtient donc une
meétrique § invariante par l'action a gauche du sous-groupe cocompact I' (mais
par forcément par G),on dira que § est périodique. On notera Dr un domaine
fondamental pour l’action de I'" a gauche.

Nous appellerons métriques ré-échelonnées la famille de métriques g, =
%(5,,)*@, pour p > 0.

I.1.c — Donnons nous une base Xy, ..., Xq, de V1, elle induit une famille
de champs de vecteurs dans H, qui en tous points détermine une base du trans-
porté de Vi. En prenant les crochets successifs on obtient des bases des V;. En
prenant les formes duales, nous obtenons une forme volume d X sur la variété.
Celle-ci étant invariante a gauche par G, son intégration nous donne une mesure
de Haar.

Soit une métrique h sur H et notons (hjj (X)) la matrice de la métrique
sous-riemannienne dans la base (X1, ..., Xg,) au point X. On note di = dim(V;).
La dimension homogéne de la variété est le nombre d = > id;.

Définition [I.1 (Volume sous-riemannien).

Nous définissons le volume sous-riemannien comme €étant la mesure de Hauss-
dorff d-dimensionnelle up induite par la distance sous-riemannienne. On notera
F(h, X) la densité de la mesure, qui dépend de la métrique et des coordonnées,
telle que

ﬂh(A)z/AF(h,x)dx

Exemple [1.2. Dans le cas des tores, F(h, X) dx = det(hjj )Y/2(x) dx i.e. la forme
volume usuelle associée a la métrique riemannienne. Pour le premier groupe de
Heisenberg, i.e. R® muni de la multiplication (y, 7,¢) * (x',7',¢) = (x + 1/ n +
0, + ¢+ xn'). on prend Hy = Vect{d,, 9, + xJ,} et, soit h une métrique sur H,
on a F(h, x) dx = det(hjj) dyd»d¢

Remarque [1.3. On pourra aussi étudier le cas ou l'on se donne une mesure a
partir d’'une densité F définissant une forme volume ne dépendant pas du systéme
de coordonnée a automorphisme preés, i.e., soit ¢ un isomorphisme du groupe de
Lie qui envoie les coordonnées X sur Yy, on demande que 1’égalité suivante soit
vérifiée :

F(h,x) dx= F(h,y) dy

Principalement ce que l'on veut, c’est que la fonction F vérifie, F(g,,X) =
F (9, J,X) (voir définition de g, en I.1.b).

I.1.d — A présent on se dote d’un op€rateur sous-riemannien ressemblant
au laplacien, adapté a la mesure. Notons (g'ﬁ) la matrice inverse de la matrice
(gij) représentant la métrique sous-riemannienne § dans la base (X, ..., Xp) et
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définissons le laplacien sous-riemannien associé par,

d;
1 N ii

Ay f = ——= EX-F,X )X f).

H F(gﬂx)i’jzl |( (@, X)g5 Xj )

On rappel que, puisque les (X)i—1,..d, vérifient les conditions d’Hérmander, 'opé-
rateur Ay est hypoelliptique.
On procéde de la méme maniére pour les métriques ré-échelonnées. On

note u, la mesure associée a g, et A, le sous-laplacien. Enfin (g})J ) sera la matrice
inverse de la matrice de g, dans la base X, ..., Xg;.

1.2 Etude macroscopique des mesures
I.2.a Convergence des compacts

On rappelle que (Jy),cr+ est une famille de dilatations associées au
groupe de Lie G. On se donne une métrique sous-riemannienne invariante par
I’action a gauche de I'. On rappelle que P. Pansu dans [Pan82] montre qu’il existe
une norme de groupe || - |0 que 'on appelle norme stable, et une distance do, sur
G homogeéne, i.e,

Ooo (65X, 3pY) = pUoo(X, )

et telle que
im dg(d,%, 5,Y)

= U (X, Y),
p—> 00 P

pour tout X et y dans G, avec

1
do (X, y) = inf {/ 7 lloo dt | y (0) = X, y (1) = Y et, pour presque tout t,y’ H] :
0

de sorte que, en notant Dy un domaine fondamental pour l’action de I', et pour
une mesure de Haar y sur G

_ #g(Dr)
#(Dp) *

o0

Lemme II.4.
Soit f une fonction dans L1(A, ), ot A est un sous ensemble compact de G ayant
un bord de mesure nulle pour u, alors

id/ fod1(X) d,ug(x)z/ f(x)du,(x) — /fd,uOO (IT-2)
P= Js,A , A R—>+oo /A

autrement dit, la suite des mesures u, converge vaguement vers [ioo sur A.
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Preuve. Il suffit de le vérifier pour des fonctions continues :

On note * la loi de groupe. Soient 73, ...,z et {1, ..., (] des €léments de
I' tels que

Jz«Drcé,Ac| ¢ «Dr
i j

etj*DrNd,A# @ pour j=1,...,| (on a donc encadré A par des unions de «
pavés » dilatés de domaines fondamentaux), en remarquant alors que,

/ig(Dl")
u(Dr)

on obtient facilement les inégalités suivantes

ug(Dr) = u(Dr) = u(Dr),

> inf  f(X) woo(Dr) <

OpXezi*Dr

/ f(é% (X)) dug(x) < Z sup f(X) uoo(Dr) (II-3)

9y A T 9pXe((j*Dr)Ng, A
On divise maintenant tous les membres par pd, ce qui nous donne,

D inf (%) poo(dy,Dr) <

: Xed1/,(z *Dr)

/fdup(X)SZ sup f(X) oo(d1/,Dr) (I-4)
A j Xeﬁl/p([j*Dr)ﬂA

les termes extrémes sont les intégrales de suites de fonctions, plus précisément
(e étant la fonction caractéristique de ’ensemble E),

e a gauche fgp (X) =2 infxeél/p(zi*Dr) f(x) X61/,(z+Dr)

e et a droite f(f = Zj Sug<€51/p(6j*Dr)ﬂA f(X) X61/,(¢j*Dr)NA
convergeant simplement vers f. Par conséquent en vertu du théoréme de conver-
gence dominée, ils convergent tous les deux vers f A f duso(X) entrainant avec
eux le terme central. [

Notons d,(X,y) = dg (5,, (X), 6, (y))/p (i.e. la distance associée a la mé-
trique re-échelonnée g,) et résumons ce qui vient d’étre fait

Théoréme II.5.
Soit A un compact de G alors la suite (A, d,, u,), converge au sens de Gromov-
Hausdor{ff mesuré vers (A, dxo, ttoo)-

Preuve. Il suffit de montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe un &-réseau fini
(X1, ..., Xn) de (A, dx) et un e-réseau fini (y1,...,yn) de (A, d,), pour p suf-
fisamment grand, tels que

1l <e¢

d,(¥i,Yj)
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Soit r > 0 un réel, et soient (y1,..., yN) tous les points de I' tels que,
pouri =1,...,N, é1/ryi C A. On note X; = dy/ryi, pouri =1,..., N.

On remarque d'une part qu’il existe, en raison de l'invariance par ’action
a gauche du groupe co-compact I', deux constantes a et f telles que,

a0oo (X, y) < dg(X,y) < Bdx(X, Y) (I1-5)

en sorte que, pour tout point X de A, en prenant le point X; le plus proche (cor-
respondant au point de I le plus proche de d; X) on obtient, pour une constante
C donnée (le diamétre de M"),

1 1
doo (X, Xi) < —dg(drX, 7i) < —C
ar ar
et, en réinjectant cela dans [I-5, on obtient,
p
d,(x, xj) < —C.
h (X, X)) <
Ainsi, pour r suffisamment grand, (X1, ..., XN) est un g-réseau de (A, dy) et des

A, d,). Fixons un telr, alors pour p suffisamment grand, les résultats de P. Pansu
p P P g
[Pan82] donnent, pour tout i,

1 <e.

Ceci nous permet de conclure quant a la convergence au sens de Gromov-
Haussdorff de la suite (A, dr) vers (A, dy). Le lemme II.4 nous donne la conver-
gence de l'intégrale des fonctions de la définition (I.36). U

I.2.b Le cas des boules sous-riemanniennes

Concentrons nous sur les boules sous-riemanniennes. On notera

Bo(p) = {Xx € G| dxo(e, X) < p}

et
Bg(p) = {X € G | dg(e, X) < p}.

Théoréme I1.6.
Le filet (51/p Bg(p), d,, ,up) converge vers (Boo(l), Oo, ,uoo) au sens de Gromov-
Haussdorff mesuré.

Preuve. Cela provient du fait que d1/,Bg(p) est la boule unité pour d,. Ainsi si
dso (0, X) < 1 pour p suffisamment grand d,(0, X) < 1 et donc X € d1/,Bg(p). De
sorte que le raisonnement fait pour le lemme II.5 est encore valable, a condition de
prendre p suffisamment grand pour que les éléments du ¢-réseau soient bien dans
01/, Bg(p). La partie convergence vague des mesures provient de la convergence
simple de d, (0, X) vers 0o (0, X) sur By (1) \ 0Boo(1). ]
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En prenant la fonction constamment égale a 1 on obtient

Corollaire [1.6.bis
On a la convergence et la limite suivante

ﬂg(Bg(P))

lim d = ,uoo(Boo(l))

p——+00 p
que l’on appellera volume asymptotique sous-riemannien.

Remarque [1.7. On remarquera que les théorémes II.5 et 1.6 sont essentielle-
ment da au fait que la métrique § étudiée est invariante par l’action a gauche
d’un sous-groupe I' de G co-compact. Il faut noter qu’ils sont encore valide si 'on
prend une metrique riemannienne sur M" et qu’on la reléve sur G. Dans les deux
cas les questions qui nous préoccupent sont :
e Peut-on caractériser les métriques (sous-)riemanniennes invariantes a
gauche par G grace au volume asymptotique (sous-)riemannien ?
e Que peut-on dire sur le comportement du spectre de Dirichlet du la-
placien (sous-)riemannien sur les boules By(p) quand p — +00?
dans les parties qui suivent on va répondre a la seconde question.
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II Structures spectrales

II.1 Probléeme étudié

Dans la partie précédente nous avons introduit au paragraphe I.1.d une
famille de laplaciens sous-riemanniens (A,). L'intérét de ces opérateurs réside
principalement dans la propriété suivante :

Propriété II.8.
Soit f : G = R une fonction, en notant f,(X) = f (5p (X)) on a légalité suivante sur
G:

(A4, 1) 00 = p?(An f)p(x)

en sorte que les valeurs propres de A, sur le domaine D sont exactement les valeurs
propres de Ay sur 6, D multipliées par p2.

Preuve. Cela provient du fait que pour X; € V; on a
Xi - f,() = p(Xi - £)(9,%) = p(Xi - 1),(x). (II-6)

Puisque par construction

F (g5, X)g) (Xi - ), = (F(@. 08X - T),

(en effet on a F (g, 6,X) = F(g,, X)) il vient
Xj - (F@ g% - 1),00 = p(X; - (F@0gyXi - f)) 0 ar)

En combinant les égalités (II-6) et (I[-7) il n’est pas difficile de conclure. L’assertion
finale est évidente. 0

Au lieu d’étudier le laplacien Ay sur les domaines 6,D (resp. Bg(p)), on
peut se ramener a I’étude des laplaciens A, sur D (resp. d1/,Bg(p) ). en sorte
que lon se rameéne a I'étude d’une suite d’opérateurs agissant sur L%(D, u p) —
resp. L2(51/p Bg(p), 1,). Comme onl'avu en II.5 (resp. I1.6), les espaces (D, d,, z,)
(resp. (d1/,Bg(p), d,, 1,)) convergent au sens de Gromov-Haussdorff mesuré. On
peut donc se placer dans la situation de II.2 et se demander quel type de conver-
gence doivent vérifier les opérateurs sur L2(D, u p) (resp. L2(51/p By(p), u,)) pour
entrainer avec eux leur spectre. Le but des prochains paragraphes est de donner
une réponse adaptée a notre problématique.

II.2 Convergence des structures spectrales

II.2.a — Dans ce paragraphe on considere Lgo en tant qu’espace de Hil-
bert, A et A, seront des opérateurs auto-adjoints. On notera E et E, leur me-
sure spectrale (cf. Rudin [Rud91] par exemple) et R,. R} les résolvantes pour u
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dans l’espace résolvant (i.e. hors du spectre). On désire étudier les liens entre la
convergence des opérateurs (A, ), des mesures spectrales (E,) et des résolvantes
RZ ; nous allons montrer que la convergence de 1'un entraine la convergence des
autres, c’est le contenu du théoréeme II.9.

Théoréme II.9.

Soient (A,) et A des opérateurs auto-adjoints, (E,) et E leur mesure spectrale
respectives et R} , R, les résolvantes pour y dans lUespace résolvant. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes

1. RZ — R, fortement (resp. compactement) pour u hors de la réunion des
spectres des A, et A.

2. p(Ay) = ¢(A) fortement (resp. compactement) pour toute fonction continue a
support compact ¢ : R — C.

3. 94(Ay) = ¢(A) fortement (resp. compactement) pour tout filet {p, | R — C}
de fonctions continues, s’annulant a l'infini et convergeant uniformément vers
@, une fonction s’annulant & Uinfini.

4. E, (]/1, ,u]) - E(]/l, ,u]) fortement (resp. compactement) pour toute paire de
nombres réels qui ne sont pas dans le spectre de A.

5. (EqUq, 04)e — (EU, 0)s vaguement pour tous filets de vecteurs (Uy)qea et
(vg)aen tels que U, — U fortement et v, — v faiblement (resp. U, — U
faiblement et v, — v faiblement).

Preuve. 3 implique facilement 2 et 1.

1 = 2 et 3 Considérons I'ensemble A des fonctions ¢, continues, s’annulant
a l'infini telles que ¢ (Ax) converge fortement (resp. compactement) vers ¢(A).
Remarquons que pour toute paire de fonctions bornées ¢, v : R - Con a
lo(A0 = A . oA = v (W] < suplp() — v ()|
Xe

b

de sorte qu’une limite uniforme de fonction dans A est encore dans A. C’est donc
une algébre fermée pour la convergence uniforme et la conjugaison complexe.
Comme elle contient les fonctions de la forme X — (¢ — X)_1 pour ¢ € C\R elle
sépare les points de R. Ainsi, par le théoréme de Stone-Weierstrass, elle contient
toutes les fonctions qui s’annulent a l'infini. Ce qui démontre 2. Considérons un
filet (p,) convergeant uniformément vers une fonction s’annulant a l'infini. Alors,
soit une suite (U,) convergeant fortement (resp. faiblement) et (v,) une suite
convergeant faiblement,

|<¢a(Aa)ua: va) — (P (AL, U)‘
|<§0a(Aa)ua: V) — (@ (Ag)Uq, U(x>| + ‘((D(Aa)uaa va) — (P(AL, D)‘
Suﬂg(ﬂa(x) — 90O - Uall - logll + [{9 (A)Uas v4) = (P(AU, )|

IA

IA

le premier terme de droite tend vers O, grace a la convergence uniforme, et le der-
nier également car ¢ est une fonction s’annulant a I'infini et continue, donc dans
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A. Soient U, v € Lgo et (Ug)aed, (0g)aeq des filets tels que U, — U fortement (resp.
faiblement) et v, — v faiblement (resp. faiblement). Posons &, = (E,U,, v4), et
ax = (EU, v)x, alors on a

(@ (AU, )oo =/Rc0 das, a0 (14, 1]) = (EQ4, #DU, v)oo

et les mémes formules avec a,, A, et E, (]2, u]). Les équivalences 2-5 proviennent
simplement des définitions [.44. U

I1.2.b — Rappelons qu’une forme quadratique Q sur un espace de Hil-
bert H sur C (resp. R) est obtenu a partir d’'une forme sesquilinéaire (resp. bi-
linéaire), symétrique et positive £ : D(£) x D(£) — C (resp. R), ou D(€) C H
est un sous-espace vectoriel, en posant Q(U) = £(uU,U). On remarquera que
E1(u,v) = (U,v) + E(U, v) pour U, v € D(E) est aussi une forme sesquilinéaire
(resp. bilinéaire) symétrique et positive. De sorte que D(€) muni de £; devient un
espace pré-hilbertien. On dira que Q est fermée si, et seulement si, (D(é'), 51) est
complet. Dans la suite on identifiera la forme quadratique Q avec la forme qua-
dratique étendue £ définie par £(U) = Q(U) sur D(€) et £(U) = oo sur H \ D(E).
Dans ce cas, la fermeture de £ est équivalente a la semi-continuité inférieure de

E:H - R.

Définition I1.10 (Compacité asymptotique).

Soit un filet (£,) de formes quadratiques fermées, ou &, est une forme quadratique
sur Lg, pour tout o € A. On dira que ce filet est asymptotiquement compact si, et
seulement si, de tout filet (v,), tel que

lim SUpE, (va) + loallz < 00
o
on peut extraire un sous-filet fortement convergeant.

I1.2.c — Une structure spectrale sur un espace de Hilbert H sur C (resp.
R) est la donnée d’un ensemble

S ={A £ E (). (R)}

ou A est un opérateur auto-adjoint, défini et positif sur H, vu comme le généra-
teur infinitésimal associé a une forme quadratique £ définie sur un sous espace
dense ( déterminé par D(£) = D(VA) et £(U, v) = (v/Au, v/Av)y pour U et v dans
D(£) ), E est la mesure spectrale, (Tt)t>0 est un semi-groupe a un parametre de
contractions fortements continues (T; = etAt>0et (R-) est une résolvante for-
tement continue (R- = (¢ — A)~ L pour ¢ € p(A), o1 p(A) est 'ensemble résolvant
de A).

Dans la suite on étudiera des structures spectrales X, sur Lg, on notera
alors

2:0( - {Aaag(la EOU (Tta), (Rg)}



Structures spectrales 51

Définition I1.11.

Soient (X,)qec4 un filet, avec X, une structure spectrale sur Lg, pour tout a € A,
et X une structure spectrale sur L2 , on dira que le filet (¥£,), converge fortement
(resp. compactement) vers X si, et seulement si I'une des conditions équivalentes
du théoréme [I.9 est vérifiée.

Propriétés [1.12.
Soit (X4)qea un filet de structures spectrales convergeant fortement vers X alors,
pour toute suite (v, ), convergeant faiblement vers v, on a

E@) < Iimainf Eu(vy)

Si de plus le filet (£,), converge compactement, alors le filet des formes
quadratiques (&,) est asymptotiquement compact.

Preuve. Supposons le filet de résolvantes (R}) fortement convergent. Notons
a’(u,v) = —A(U— ARU, v),

(approximation de Deny-Yosida de la forme bilinéaire associée a &,), alors le filet
(ai(u, u)) converge vers &,(U) en croissant lorsque 4 — —o0 (cf. Mosco [Mos94]
1.(i)). Il est facile de voir que, par hypotheése, pour (U,) et (v,) convergeant res-
pectivement fortement vers U et faiblement vers v,

lim a’ (Uy, v,) = —A(U — AR U, )00 = a*(u, v).
a

On rappelle que (cf. Dal Maso [Mas93] proposition 12.12)
a*(u,u) > a*(v,v) + 24(v — AR, U — v)og

en sorte que, pour tout filet v, convergeant faiblement vers U et w, un filet conver-
geant fortement vers U, on a :

Ea(vg) > aé(l)a, Vg) > aj;(wa, Wq) + 24 {wg — AR%U)OU Vg — W)
ainsi liminf, &,(v,) > a*(u, u) pour tout 1 < 0, en faisant tendre . — —o0, on

conclut a liminf, &, (v,) > £(U).

Supposons maintenant que (X,) converge compactement, et soit un filet

(Ug)aea tel que
SUP(Ex (Us) + IUgl12) < M < o0.
o

Quitte a prendre un sous-filet on peut supposer que (U,), converge faiblement
vers U. Soit p > 0 un nombre qui n’est pas dans le spectre de A,. Puisque

EuUa) _ M
p

<

1
/ d(EyUq, Ug)g < —/ Ad(Eq(AUg, Uy )y <
1p,00[ P J1p,o00] p
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on a

) M
luglly, < d(EqUqy, Ug)o + —
[0,p] p

la convergence compacte implique que lim, f[o P d(E Uy, Uy)y = f[o B d(Eu, U)so
en sorte que

. M M
Ilmsupllualli S/ d(Eu, U)o + — < IIUII§O+—
[0,p] P P

o

et, en faisant tendre p — 00, on obtient

. 2 2
limsup|luglly;, < lUlls.
o

En utilisant le lemme .41 on en déduit la convergence forte du filet (U,).
N

Afin d’étre exhaustif, voici une derniére définition, équivalente.

Théoréme [1.13.
Soient (X,)qe4 un filet de structures spectrales sur les espaces Lg, 2 une structure
spectrale sur Lgo, alors X, — X fortement (resp. compactement) si, et seulement

si, pour toutt > 0 le filet (T,*) converge fortement (resp. compactement) vers Tt

II.3 Comportement asymptotique du spectre

Considérons a présent un filet de structures spectrales (X,), comme dé-
fini en II.2.c et intéressons-nous plus particulierement au spectre. Pour un opéra-
teur donné, on notera o (-) son spectre. Observons d’abord le cas de la convergence
forte :

Proposition 11.14.
Si ¥, — X fortement, alors, pour tout /. € o (A), il existe 1, € o(A,) tel que le filet
(44) converge vers A on note cela :

o(A) C Iign o(Ay)

Preuve. Soient 1 € 0 (A) et e > 0, posons { = 1 +i¢ alors :

1 1 1
IRz, = - et IRz, = - = —.
¢ inf,eo (A IC = pl R infyeomyIC —pl &

Par hypothese, le filet des résolvantes converge fortement en sorte que, par [.47,
limsup inf |¢—p|<e
o pPEU (Aa) c=F

cela étant vrai pour tout ¢, on conclut. U
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Lemme [1.15.
Si deux nombres réels a,b tels que —oco < a < b < 400 ne sont pas dans le spectre
de A, alors

< ﬁ <b pourtoutu e E(]a, b])LC2>O \ {O}.
(o E(]a, b]) = E(]a, +o0l) sib = +o0).

Preuve. Soient donc a < b deux nombres hors du spectre de A et

ue E(la,b])LZ \ {0},

/ dEu:E(]a,b])u:u:/dEu
la,b] R

ainsi (Eu, u) = O sur R\ ]a, b]. Maintenant si u € D(A),

alors

E) = (Au,u) = / A d(E(2)u, u) :/ A d(E(1)u, u)
R la,b]
et le dernier terme vérifie :

a||u||§o=a/ d(E(4)u, u) s/ A d(E(M)u,u) <b d(E(A)u, u) = bjlu|i3,
]a,b] ]a,b] ]a,b]

N
Pour un borel | R on note n(I) = dimE(I)LZ, et n, (1) = dim E, (] )Lg.

Proposition I1.16.
Soient a < b deux nombres hors du spectre de A. Si £, — X fortement alors

Iimainf n.(Ja, b]) > n(]a, b))

en particulier
liminf dimL2 > dim L2,
a
Preuve. Prenons une base orthonormée {px |k =1,..., n(]a, b])} de E(] a, b]) Lgo.
Soit N € N un nombre fixé si n(Ja, b]) = oo, sinon n = n(]a, b]). Alors il existe
des filets ¢ € Lg pour kK = 1,...,n tels que lim, ¢pf = px. Comme E, (]a, b]) —

E(] a, b]) fortement, en posant y! = E, (] a, b])gol‘f on obtient

lim i = E(Ja, b]) ok = gk
en sorte que
im ¢y, yila = {91, 9j) = dij

on en déduit que (¥ )k=1,..,n est une famille libre pour a suffisamment grand et

.....

Iimainf e (la, b]) > n.

ceci démontre la premiére assertion; pour la seconde cela provient du fait que
n(]a, b]) tend vers dimL2, quand a — —oo et b — 4o0. ]
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Regardons maintenant ce que 'on obtient de plus en cas de convergence com-
pacte :

Théoréme I1.17.

Si ¥, — X converge compactement, alors, pour tout a,b nombres réels hors du
spectre de A vérifiant a < b, et pour a suffisamment grand, n, (] a, b]) = n(] a, b])
En particulier la limite des ensembles ¢ (A,) coincide avec o (A)

Preuve. La convergence compacte implique la compacité des opérateurs R-, T
et E(]/l, ,u]) (cf 1.46). Ainsi le spectre de A est discret, et donc n(]a, b]) < 00 si
a <b < 00. Notons (0 <)A1 < A2 < --- < 1p le spectre de A, ou

n=0 sile spectre est vide,
ne N sile spectre est fini et (II-8)

= 00 sile spectre est une suite qui tend vers I'infini.

Etape 1 : fixons un gg et posons Af = E(]—oo,/ll + 80])L§ et A1 = L2, ou
A= A1+ ¢g=00sin=0. Soit

p1 = liminfinf{& (u) | ulle =1, u e A}

le lemme II.15 nous permet de dire que lim,n, (]—oo, ,u]) = 0, pour tout u €
]—o00, u1[. En appliquant la proposition I1.16 on obtient que n(]—oo, ,u]) = 0,
autrement dit pour tout u u1 alors u < A1 donc u; < A1. De sorte que, si
1 = +oo alors, N = O et LY = 0 pour a suffisamment grand. Dans ce cas le
théoréme est démontré.

A

Supposons que p1 < +00. Pour a suffisamment grand on peut trouver
des vecteurs unitaires ¢f € A{ tels que liminf, &, (pf) = u1. De l.a compacité
asymptotique des &, on extrait un sous-filet de (p{)qcA tel que g1 = lim, ¢f forte-
ment donc suivant [1.12 £(¢p1) < u1. La convergence forte entraine la convergence
des normes en sorte que ||p1]| = 1 et donc

Ar=inf{E) | ul =1, ue A1} < E(p1) < 1 < +o0. (II-9)

Par conséquent N > 1, 11 = u1 = £(p1) et ¢1 est un vecteur propre de A pour A1.

Remarquons de plus que, puisque E, (]/11—6, /11—|—6]) - E(]/Il—e, /11—|—e])
fortement pour € > 0 fixé et que E(]/ll —€, 1+ 6]) — E({/ll}) fortement quand
€ — 0, il existe un filet de nombres positifs € — 0tel que E, (]/11 —€f, 21+€f]) >
E({/ll}) fortement. On en déduit un filet

l//f =E, (]/11 - E:OL‘, A+ G:OL(])gD% - E({ll})(pl = (1. (IT-10)
Etape 2 : On pose A% = E(]—o0, 12 + &0])LZ N ()L, Ax = (p1) T et

2 = liminfinf{&(u) | lull, =1, u e A%}.
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De nouveau le lemme I1. 15 nous permet d’affirmer que lim, n, (] —00, ,u]) = 0, pour
tout u € (],ul, ,uz[), et la proposition II.16 que u2 < A2. De sorte que si uz = +00,
on a les égalités n = 1 et Lg = (y7) pour a suffisamment grand. Supposons
M2 < 0o. On prend des vecteurs unitaires g5 € AJ tels que liminf, &,(¢p5) = uo.
Alors le méme raisonnement qu’a I’étape 1 donne n > 2, 1o = u» et la convergence
forte d’'un sous-filet des (p3) vers @2 vecteur propre de A pour la valeur propre /2.
De méme, on trouve un filet €5 — O tel que y5 = E, (]/12 — €5, A2+ 65‘]) Lg - @2.
A présent remarquons que pour tout € > 0 il existe a, € A tel que, pour tout
o > O, on ait

1. y* € Eo(J4i — €, 4i +€])L2 pour i = 1,2;

2. si A1+ 2¢ < Ay alors
E(l(]/ll_ea /11+6])L§ = <W%> et E(Z(]j‘l+63 j'2_6])L§ =0.
Etape 3 : On répéte ce procédé. Si on pose

Af = E(]—00, Ak +eal)L2 N (wi, ..., wi )t

on obtient
Ak = uk = liminfinf{&,(U) | lulle =1, u e AY}
a

pour k < n. Soit k € {1, 2, ..., n} quelconque et € > 0 suffisamment petit relative-
ment a K. Alors il existe ax € A tel que, pour tout a > ak..,

1. pour tout A € {11, ..., Ak—1} et 4 < Ak,
E.(12—e. 2+ el)Lg = (wf | P <i < q),

avec p; =min{i e N| Aj =i} etq, =maxXi e N| 1j = i};

2. pouri =1,...,k—1avec 4j < djt1,

Eo(1% + € Zit1—€])Ls = (0},

Conclusion Soit a,b € R™ \ ¢(A) deux nombres donnés tels que a < b, alors ce
qui précéde montre que pour o suffisamment grand

Ea(]a,b])Lg =(ye |[k=1,...,naveca < ik < b).

Ainsi n,(]a, b]) coincide avec le nombre de k tels que a < Ak < b, autrement dit

n(]a, b]). 0

Concluons par le résultat qui nous concerne tout particuliérement.
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Corollaire 1.17.bis

Supposons que X, —> X compactement et que toutes les résolvantes R? soient
compactes. Notons alors /g (resp. A} ) la ké™e paleur propre de A (resp. A, ) avec
multiplicité. On pose Ay = +oo sik > dim Lgo + 1 quand dim Lgo < 00, et Af = +00
sik > dim Lg + 1 quand dim Lg < 00. Alors

lim Ay = Ak pour tout k
a

De plus, soit {p¢ | kK=1,...,dim Lg} une base orthonormale de Lg telle que ¢y soit
vecteur propre de A, relativement a ;. Alors il existe un sous-filet tel que pour tout
ke Netk < dim Lgo les vecteurs ¢ convergent fortement vers gy vecteur propre
de A pour la valeur propre Ak et tel que {px | kK = 1,...,dim Lgo} soit une base
orthonormale compléte de Lgo.

Preuve. Il faut reprendre la démonstration du théoréme Il.17 en redéfinissant
les A} al'aide des ¢ directement. [

Remarque [I.18. La technique utilisé fait appel a la caractérisation variationnelle
des valeurs propres que 1’on appelle min-max.
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III Homogénéisation sur les nilvariétés graduées

Nous allons a présent étudier le spectre du laplacien sous-riemannien A
sur les boules sous-riemanniennes. Plus précisément l'objectif est de démontrer
le théoréme suivant :

Théoréme I1.19 (Spectre asymptotique, version sous-riemannienne).

Soit M" = T'\G une nilvariété graduée, munie d’une métrique sous-riemannienne ¢
quelconque sur la distribution issue du premier espace de la graduation. Notons g
la distance sous-riemannienne, Bg(p) les boules centrées en lidentité, de rayon p,
induites sur le revétement universel et j (Bg (p)) la i°™ valeur propre du laplacien
sous-riemannien pour le probléme de Dirichlet sur By(p).

Alors il existe un opérateur hypoelliptique A, le laplacien de Kohn associé
@ une métrique sous-riemannienne invariante a gauche sur G, tel qu’en notant A°
sa i ®™ valeur propre pour le probléme de Dirichlet sur la boule unité de la distance
dw issue de la norme stable on ait :

Jlim_ p2i (Bg(p)) = 47

Remarque [1.20. En d’autre terme, sur le revétement universel, on part d’'une
métrique sous-riemannienne invariante par 'action a gauche d'un sous-groupe
co-compact [ et on en déduit le comportement du laplacien sous-riemannien sur
les boules de grand rayon grace a une métrique invariante a gauche par G.

III.1 Homogénéisation des laplaciens sous-riemanniens

Dans ce paragraphe nous allons construire I'opérateur A, du théoréme
II.19. Pour cela on commence par construire les fonctions y' périodiques et régu-
lieres relativement a I" solutions de

d;
. 1 .
Ayy' = “F@.X) E Xk(F (g, X)glﬂ) (IT-11)
’ k=1

qui existent suivant le lemme [1.26 puisque les fonctions F(g, X)g;;i sont pério-
diques relativement a I' (elles sont définies sur le quotient) en sorte que la moyenne
sur Dr de ce terme est nulle. Alors on appellera laplacien sous-riemannien ho-
mogénéisé I'opérateur déterminé par (en adoptant les conventions d’Einstein pour
les sommations) :

1 ’ . .
A fo—— ™ I g Xy ) d )X~X-f (I-12)
00 ,Mg(Dr)( o Oy oAk X Olg A A

Remarque [1.21. Si X" est la 1-forme duale de X pouri =1,..., d; définissons

les 1-formes suivantes
k

wi =dy' — X;
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alors, on peut remarquer que

/Dg;’;—g;ﬁxk-xidug _ /Dg;.i(x?xk—dxj-xk)dug
T T

Munissons ’ensemble des 1-formes sur M" de la forme bilinéaire définie
par

(o, )2 = L g%@'w-xk w-X| dug
1g(Dr) Jor
alors on a
Lemme [1.22.
Soient wi =dy' — X" pouri =1,...,d; : on a Uégalité
d;
Aot =D (@i, wj)2Xi X f

ij=1
autrement dit, A, est le laplacien de Kohn associé a la métrique sous-riemannienne
invariante a gauche par G déterminée par la matrice inverse de la matrice

(i, wj)2).
Preuve. Détaillons les calculs,
ﬂg(Dr)<Wi,wJ')2=/ 9 dﬂg-l-/ gildy’ X dy - X dpg
Dr Dr
i . .
— | gydx'- Xk d#g—/ ghdy! X dug
Dr Dr
en utilisant I'’équation (II-11) on obtient
. 1 o
2 (Dr)<w,w>z=/ gy du —/ ——— X (F (g, X)g%) ! du
g | J Dy H g Dy F(g, X) ( 7‘{) g
i i _ .
— | o Xk x dug— | gl Xy dug

Dr Dr

de sorte qu’en intégrant par partie cela donne
ﬂg(DF)<wi,wj)2=/ g;J[ dﬂg+/ gﬁ Xk')(j dug
Dr Dr
i , , ,
— | o Xkx' dﬂg—/D gy Xi-x) dug
r

Dr

qui se simplifie comme suit :
. Ki .
pg(Dr) (@i, wj)2 =/D gy, dug —/D gy Xk x' dpg
r r

ce qui termine la démonstration. U
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III.2 Espaces de Sobolev adaptés

Soit » une fonction différentiable sur G. On appellera gradient sous-
riemannien de v le champs de vecteurs Vi gv sur ‘H défini par

dl)x . X - gx(V’}—t’gl)(X), X), V X € G, VX € HX.

On définira aussi le champs de vecteurs Vi par Vi gv = (g'?li) Vi (Les coordon-
nées de Vyo sont simplement doy. Xj).

Définition I1.23.
On dira d’une fonction f qu’elle est périodique relativement a I' si, et seulement
si, pour tout X € G et y € I' elle vérifie

f(y *x) = f(x)

Définition I1.24.
Une fonction sera dite périodique et réguliére relativement a I', si elle est la limite
d’une suite de fonctions C*°(G) et périodique relativement a I' pour la norme

o113 =/D o] dug +/D Vi,gol? dug
Tr r

On notera D% (Q, p1g) 'adhérence de I'espace C3°(€2) pour la norme ||-||g q.
donné par

||v||§,g=/ lo|? dug+/ | Vagol? dpug.
Q Q

dans D3(Q, ug) = {v € LX(Q, ug) | [vllg.a < +00} et D5 (Q, ug) le sous espace
fermé des fonctions périodiques et réguliéres relativement a I' dans Dy (Q, xg).

Théoréme I1.25.
Soit D un domaine compact de G, alors Uespace D%(D, lg) S’injecte compactement
dans Uespace L?(D, Ug).

Pour une démonstration de ce théoréme on pourra consulter [FSC97]
théoréme 3.4, ou [Dan91].

Lemme [I.26.
Pour tout f € L%(Dr) Uéquation

An(y) = T dans Dr (II-13)

admet une unique solution faible périodique et réguliere relativement a I' (a une
constante additive pres) si, et seulement si, |, Dy fdug=0.

Preuve. On cherche y € D%er(Dr, Ug) telle que

/D > g Xjy Xig dug :/D f¢ dug, pourtout ¢ € DL (Dr, ug). (II-14)
ri,j:l r
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en prenant pour ¢ une fonction constante, la condition s’avére nécessaire. Ré-
ciproquement, la condition de moyenne nulle sur f nous permet de définir
une application linéaire sur 67?[er(Dr, Ug) = Df[er(Dr, tg)/R. Les conditions
d’Hébrmander étant vérifiées, la forme bilinéaire symétrique

B O g = B
) = fo, 219y Xjy Xig dug

est définie et positive, en sorte que le théoréme de représentation de Riesz permet
de conclure. 0

Lemme II.27.
Soit f € LY(Dr). et f; la _fonction déterminée par fi(&) = f(ét(cf)), si ht est son
extension périodique relativement a I', elle converge L™ faiblement * :

1
h f€)d = M(1 T-15
t (L) faiblex ﬂg(Dr) /Dr ©) ﬂg(f) M(T) ( )

La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme [1.4

Dans la suite on notera || - ||7,, (pour p € R) la norme déterminée par
2 = v7d Vigvl? d R 11-16
loll3,, = | v°dup,+ | [Vr,gol, Ay, p eR, ( )
Q Q
les espaces Lﬁ(Q) = L%(Q, u p) DS(Q) I'adhérence pour la norme || - ||3,, des

fonctions C§°(Q2) dans I'espace D,(Q) = {v e L2(Q, Up) | ||v||% p < oo}

III.3 Convergence compacte des résolvantes

Dans cette section on notera B,(1) la boule unité pour la distance d,
associée a la métrique ré-échelonnée g,. On introduit les formes bilinéaires sui-
vantes

a’(u, v) =/ gl Xiu Xjo du,
B, (1)

et
aj(u,0) = a’(u,v) + A(u,v),

avec

(u,0), =/ uo du,
B, (1)

Remarque [1.28. De la périodicité des métriques étudiées et de I’hypoellipticité,
on déduit l'existence de constantes a et f telles que (cf. définition I1-16)

2 2
allol?,, < & ,0) < BlloliZ,,
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III.3.a Compacité asymptotique

On notera

£2=| |L2(B,y (D), 1)

Lemme [I.29 (Lemme pivot).
Soit un filet (U,),, avecu, € Dg ( B, (1)) pour tout p, s’il existe une constante C telle
que pour tout p > 0 on ait

2
lupl3,, <C

alors ce filet admet un sous-filet fortement convergent dans L.

Preuve. Soit B = U,B,(1), on va montrer que la convergence forte dans
L2(B, ioo) implique la convergence forte dans £2. Le théoréme I1.25 permettant
de conclure.

Remarquons qu’en raison de la périodicité (i.e. invariance par l’action
a gauche d’un sous-groupe co-compact I') on a l'existence de constantes a et f
telles que (cf. définition I1-16)

allollroo < lloln,, < BlloliH,co

Commencons par prendre un filet (U,) et supposons qu'’il converge fortement dans
L2(B, too). Vers Uy (on suppose bien sar que U » € DS(B/, (1)) pour tout p car cela
suffit) alors on considére une suite de fonctions (Ck)ken ot1 ¢k € Cg° (Boo(l)),
pour tout K, qui converge fortement vers Uy, fixons K et remarquons que pour p
suffisamment grand son support sera dans B,(1) or

lIck = Uplir,p < BlICk — UsollH,00 + BllUso — UpllH,00
soit ¢ > 0 alors pour K suffisamment grand f||Ck — Uxo|l7,00 < €. On le fixe puis
on choisit p pour faire tendre le second terme vers O.

Pour conclure il faut remarquer que, par hypothése, le filet (u,) est borné
dans D°(B, 14) ce qui nous permet, en appliquant le théoreme I1.25, d’en extraire
un sous-filet fortement convergent dans L?(B, zs). et donc dans £2, par ce qui
précede. tl

Dans tout ce qui suit on notera la structure spectrale sur L2, pour p € R,
donnée par A, comme suit

z:p = {Ap: gpa Epa (Ttp)teR"‘a (RZ),u<O}

III.3.b Preuve énergétique

Pour une algébre de Lie nilpotente, I’exponentielle est un difféomorphisme
entre l'algebre et le groupe de Lie. On note In son inverse et X le duale du champ



62 Chapitre II. Spectres asymptotiques des nilvariétés graduées

de vecteur X (cf. paragraphe I.1.c). Soit ¢; : G = R définie par ¢; (g) = X In(g),
alors en vertu de la formule de Campbell-Haussdorf, i.e.

NG y) = 1N -+ In(y) + 510, )] + Cx, v

ou C(X,y) e ud, pouri =1,...,diona:
X! In(x = y) = X In(x) + X" In(y)
autrement dit, ¢j pour i = 1,...,d; est un morphisme de groupe, de sorte que
dei est invariante a gauche, i.e. dgj, .4 - dl, g = doj g dou
Xi-pj =dpj - Xi(Q) = dpje- Xi(€) = Xj- Xi = djj

Autrement dit, si on utilise les coordonnées exponentielles en prenant comme
base de Vi la base Xg, ..., Xq,, le calcul que 'on vient de faire exprime le fait que,
pour touti, j =1,...,ds,

Xi - Xj = dij

Soit 4 > 0 et considérons Gf{ lopérateur de Lﬁ dans DS(Bp(l)) C L/%
déterminé par

) (G f,¢)=(f.¢), VpeD)(B,(D). (1-17)

On veut montrer que les opérateurs (Gﬁ ) convergent dans £? compactement vers
lopérateur G, correspondant au probléme homogénéisé :

a2 (G, f, ) = (f,¢)oo Ve € DL (Boo(D), troo) (I1-18)

avec (f, $)oo = fBoo(l) fop dueo et
ajfo(u,u):/ (wi, wj)2 Xi-U Xj-v dttoo + A(U, 0)o.
Boo (1)

En d’autres termes on veut montrer le théoréme suivant :

Théoréme I1.30.

Pour tout 4 < 0, le filet des résolvantes (Rf ), associées aux laplaciens (A )
converge compactement vers R}°, la résolvante de A, correspondant au probléme
homogénéisé. Ce qui induit la convergence compacte du filet de structures spectrales
(X,) vers Zeo.

Preuve. I’énoncé traduit le fait que R} = —G”. , et R =—G_;.

Premiére étape :

Considérons donc f, un filet convergeant faiblement vers f dans L?, ce
filet est donc uniformément borné £2 et donc (Dg)/ , le dual de Dg.

Soit donc fp € Dg alors, par (I1.28), on a :

allG fyli3,, < (£, G £, < Kl follpoy IG5 Follne.p
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en sorte que
IG% follr.p < Cllf,llpoy

le filet (Gf{ f,) étant uniformément borné pour les normes | - ||%,,. par le lemme
pivot I1.29 on peut en extraire un sous-filet convergeant fortement dans L% ie.

u, = Gﬁ f, — uj fortement dans £? (IM-19)
De plus P, = (ngj )VHGf f, est lui aussi borné dans L? en sorte que le filet P,

admet un sous-filet qui converge dans L? vers Pl e Lgo faiblement. Pour tout
$oo € Lgo prenons un filet ¢, convergeant fortement vers ¢, dans L? alors

/ Pp- Vi, duy + X(Gf{ foobp)p = (Fp. Pp)p —

Be (I1-20)

/B 1 P}T'VH¢OO d:“OO +/1(Uj, ¢oo)oo = (f, ¢oo)oo-
00 (1)

Il suffit donc de montrer que P, = ((wi , W )2) VxU; sur By (1) car cela montrera
que Uu; =G, f.

Deuxiéme étape :

On commence par prendre Xk(y) € D, (cf. construction par I’équation
[1-11) en lui demandant d’étre de moyenne nulle sur un domaine fondamental
(pour fixer la constante), et on définit

000 =X = ()
pour K=1,...,d;. Ainsi
w, — X fortement dans L2 (II-21)
et par définition de )(k on a
A,w, = 0sur By (1). (I1-22)

En multipliant cette expression par une fonction test ¢ € Dg(Bp (1)) et en inté-
grant on obtient

/ g Xj-w, Xi-¢ du, =0 (IT-23)
B, (1)

Soit ¢ € C3°(Bx(1)) (remarquons que, pour p suffisamment grand, le support de
¢ sera dans B,(1) ). On prend alors ¢ = pw, que l'on injecte dans (II-17), et dans
(IT-23) on injecte ¢ = U, puis on soustrait les deux équations pour obtenir

/ gipj (Xj-up Xi-p wy, = Xj-wy Xi-p u,) du,
B, (1)

=/ fow,p d,up—/l/ pu,w, du,.
B, (1) B, (1)

Maintenant, en faisant tendre p — oo dans (II-24), tous les termes convergent car
ils sont le produit d'un terme qui converge fortement et d'un terme qui converge
faiblement dans £2. Plus précisément

(I1-24)
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e P, définit par P,j = g},j Xju, converge faiblement vers P} dans L? d’apres
(II-20);

e Xj-pw, converge fortement vers Xj-¢pXx dans L£? en vertu de (II-21)

° gipj Xi-w, est Dr/p-périodique et tend faiblement L? vers sa valeur moyenne
(@), wk)2 = zm(g” W) (3K = % -xk(Y)))

e Xj-pu, converge fortement vers Xj-pu; par (II-19), puisque ¢ est a support
compact.

e Quant au membre de droite, w, converge fortement, tout comme u, et f,
converge faiblement vers f.

En résumé [[-24 converge vers (on note P/f i les coordonnées de P/f )

fxkp duoo — /1/ QU Xk ditoo.

/B (l)(P/{k,'Xk — (wj, wk)ZUj{)Xj @ duog :/ »
o0 » )
(II-25)

Boo (D)

Si, de plus, on injecte dans I’équation (I1-20), ¢oo = @ Xk cela donne

/ fXkp Ao — i/ PUIXk oo = / P Xi- (0X) dptoo (II-26)
B (1) Boo (D) B (1)

de sorte que, en combinant (II-25) et (II-26), on obtient, pour tout ¢ € C° (BOO (1))
I’égalité suivante :

/ (P} Xk — (@}, wk)2u*) Xj -9 dpioo =/ Py Xj-(pXk) duoo
Boo (D) Boo (D)

qui se traduit, au sens des distributions, par ’égalité (en effet f Xjpu = — f e Xju
pour des fonctions tests) :

d1 dy th

— Z X -(Pj‘,jxk — (wj, wk)zuj) = — Z Xj- Pj* Xk & P,{k,k = Z<wj’ wk)2 Xj-U;
j=1 =1 =1

ce qui nous permet de conclure a I’égalité u; = G, f. U

On peut a présent terminer la preuve du théoréme [I.19, celui-ci est sim-
plement du au théoréme II.30 qui nous permet d’appliquer le corollaire II.17.bis.
Enfin la propriété II.8 permet de conclure.

Remarque [1.31. Tout ce qui a été fait dans ce chapitre pour une métrique sous-
riemannienne peut étre fait pour une métrique riemannienne. Dans ce cas on
observe la convergence du spectre des laplaciens (A ) vers le spectre du laplacien
de Kohn associé a la métrique issue du tore d’Albanese de la nilvariété. Autrement
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dit la famille (A,) converge compactement vers A, définit par (on note (-, -)g le
produit scalaire induit sur les 1-formes par la métrique Q)

d;

B (i, dnjlg,,
Aoof— Z::LT(Q)XIXJ':

en prenant pour base des 1-formes harmoniques, celles déterminées par
mio=x =X
et Ay' = Ax; sur un domaine fondamental.

Il est bon de noter que le laplacien de Kohn obtenu est différent de celui
que l'on obtiendrait en restreignant la métrique riemannienne sur l’horizontale
pour obtenir une métrique sous-riemannienne. Voir aussi le théoréme [V.26 et les
remarques qui suivent, et énoncons le théoréme qui est la version riemannienne
du théoréme II.19

Théoréme [1.32 (Spectre asymptotique, version riemannienne).

Soit M" = T'\G une nilvariété graduée, munie d’une métrique riemannienne g quel-
conque. Notons dg la distance riemannienne, By(p) les boules centrées en lidentité,
de rayon p, induites sur le revétement universel et 1 (Bg (p)) la i ®™ valeur propre
du laplacien pour le probléme de Dirichlet sur By(p).

Alors il existe un opérateur hypoelliptique A, le laplacien de Kohn associé
a une métrique sous-riemannienne invariante a gauche sur G, tel qu’en notant /lioo
sa i ®™ valeur propre pour le probléme de Dirichlet sur la boule unité de la distance
dw issue de la norme stable on ait :

plgmoopzii (Bg(p)) = 4°
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Troisiéme chapitre

Le cas des tores

Introduction

Le but de ce chapitre est I’étude de la géométrie asymptotique des tores.
Celle-ci est largement avancée notamment grace aux travaux de D. Burago et
S. Ivanov ([BI94] et [BI95]), qui leurs ont en outre permis de démontrer la conjec-
ture de Hopf concernant les tores sans points conjugués. Dans leur article ([BI194])
D. Burago et S. Ivanov étudient le volume des grandes boules sur le revétement
universel d'un tore muni de la métrique relevée, et réussissent a caractériser les
tores plats en fonction de cette grandeur asymptotique. Ici nous montrerons que
nous pouvons faire de méme en étudiant, non pas le volume, mais le spectre
du laplacien de Dirichlet sur les boules, en utilisant la méthode introduite au
chapitre II.

Cependant bien que les tores soient des nilvariétés graduées ce sont les
plus simples, ainsi les objets introduits dans la partie II sont simplement les objets
usuels de la géométrie riemannienne. De plus les connaissances les concernant
étant actuellement plus précises, cela nous permet d’obtenir des résultats plus
précis concernant 'asymptotique des valeurs propres du laplacien des boules de
grand rayon. On obtient par exemple le méme résultat pour le spectre de Neumann
que pour le spectre de Dirichlet, i.e. le fait que les valeurs propres du laplacien
sur les boules admettent un équivalent lorsque le rayon tend vers l'infini.

De plus, dans la partie III, et pour le probleme de Dirichlet, nous ma-
jorons la constante relative a la premiere valeur propre (que nous nommerons
A1-asymptotique) intervenant dans cet équivalent, et montrons que cette majora-
tion est optimale puisque non seulement elle est atteinte, mais de plus elle permet
de caractériser les tores plats.

Il est intéressant de remarquer, que, comme pour le volume, la conver-
gence d’une part et la majoration (minoration pour le volume) et la caractérisation
du cas d’égalité d’autre part sont deux problémes distincts. Ainsi dans leur article,
D. Burago et S. Ivanov ne parlent pas de la convergence du volume asymptotique.
Bien que celui-ci converge effectivement (cf. P. Pansu [Pan82] et théoréeme I1I.6),
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cette convergence est obtenue indépendamment. Il n’en est pas de méme pour
le 11-asymptotique, ce sont les mémes outils qui permettent d’obtenir les deux
résultats : ’'homogénéisation et la I'-convergence.

I Homogénéisation et norme stable

On considére un tore T" muni d’une métrique riemannienne g, que l'on
remonte sur son revétement universel sur lequel on la note §. De sorte que 'on
oublie le tore en se ramenant a I’étude d’'une métrique périodique sous l’action de
Z" sur R". Dans ce qui suit dg sera la distance issue de §, J, désignera I’nomo-
thétie de centre O et de rapport p et , = J1/r et | un domaine fondamental pour
l’action de Z" sur R".

I.1 La norme stable

I.1.a— Dans les années 80, P. Pansu [Pan82] montrait qu'une métrique
sur R" issue d’un tore donnait naissance a une distance dont le comportement
pour deux points treés éloignés était semblable a la distance issue d’'une norme.
Dans les années 90, D. Burago [Bur92] montrait un résultat analogue pour une
distance périodique sur R" sous une action de Z" par translation (i.e. d(X +k, y +
k) = d(X, y) pour tout k € Z"). C’est cette norme que I'on nomme la norme stable.
Pour préciser la différence entre les deux résultats, considérons la distance a
l'origine d’un point, fi1(X) = dg(0, X) et définissons f,(x) = dg(0, ,X)/p alors
P. Pansu montre l'existence d’une norme || - ||s telle que pour tout X € R"

lim f,(X) =X
Jlim 6,00 = IXIls

tandis que le résultat de D. Burago donne l'existence d’une constante C telle que
pour tout X € R"

C
| f,00 = lIxlls| < =
p
en d’autres termes le résultat de P. Pansu est un résultat de convergence simple,
tandis que celui de D. Burago est un résultat de convergence forte.
Nous donnons ici une troisiéme démonstration de la convergence simple

des fonctions f,, qui est en fait une application du théoréme 1.30.

Théoréme III.1.
Soit § une une métrique sur R" relevée d’une métrique sur un tore T", alors il existe
une norme || - |0 telle que

1. la suite de fonctionnelles
E0(0) = [ o (WO, )l

pour tout ouvert borné | de R et u € WL-2(1; R") , I'-converge (au sens L?)
vers la fonctionnelle

Eoo(U) = /| 1'%, dt
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2. la norme vérifiant

(1t 2
11 = im_inf| ¢ [ o + &+ 0 dru e w200, ) |
(IIT-1)

en particulier si on note f,(x) = dq(0, 6,X)/p alors pour tout X € R" on a

lim f,(X) =X = |IX||s.
Jlim 6,00 = [Xlloo = lIXIls

Preuve. On applique le théoreme 1.30 avec f (X, S, ¢) = gs(&, £). Pour cela il faut
vérifier que f ainsi définie satisfait bien les hypothéses du théoréeme 1.30. La
condition de croissance controélée [-13 est vérifié en raison de la périodicité de g,
ainsi il existe bien deux constantes a et f telles que pour tout S

alé)? < gs(&, &) < BIEI? (I11-2)

ou | -| est une norme euclidienne fixée. La périodicité garantit aussi les hypothéses
[-14. On obtient donc comme I'-limite la fonctionnelle

Bl = [ p(u®)dt

avec ¢ définie par III-1. Il nous reste a montrer que ¢ est le carré d’'une norme.

Homogénéité : Il est immédiat que ¢(0) = 0 et p(1&) = 1%p(&) (changement de
variable dans [II-1).

Séparation : Faisons deux remarques :

1. L’énergie d’une courbe entre les points O et t& dans un espace euclidien est
minimale pour le segment de droite joignant O a t&, de sorte qu’en injec-
tant une métrique euclidienne dans [II-1, on obtient cette méme métrique
euclidienne.

2. Considérons deux métriques h et g telles que

gS(f: Cf) S hS(éa z.-:)a

pour tout S et £, alors, pour tout U € Wg’z(]O, t[; R"), ona:

1/t 1/t
f/ uten(U + &, U + &) dr < f/ huteny (U + &, U + &) dr (III-3)
0 0

de sorte qu’en passant aux infima suivant U et a la limite sur t on obtient :

t—>+4o00

1 t
lim inf[;/ Juteny(U + &, U+ &) driue W&’z(]o,t[; R“)] <
0

1 t
lim inf(;/ Nuteny (U +&E U +E)driue W&Z(]O, t[; Rn)], (II1-4)
0

t—>+4o00
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, Appliquons ces deux remarques a l'inégalité [II-2 soit oclg“|2 < Gs(&,9) <
S1&14. Ceci nous donne donc

alé)? < p(&) < BIEI?

de sorte que ¢(¢) = O si et seulement si & = 0.

Inégalité triangulaire : Il suffit de remarquer que

EeRM o) <l ={eR Vo) <=5

Ainsi si \/p(5) =1 = ¢(&) et Jo(n) = 1 = ¢(n) alors, pour tout 0 < 1 < 1, 1a
convexité de ¢ (cf. remarque [.31) donne

A+ A=) <)+ (A - Do) =1
on en déduit
VoOé+ Q- <1

Donc, pour tous X, Y non nulles, on a

ﬁ( 1—1)—2 )51

X
I 2
N RN 0]

) _ Vo) g s
de sorte qu’en prenant A = NGICENGY) et en utilisant ’homogénéité de /¢ on a
bien I'inégalité triangulaire et donc || - [[c = /@ (-) est bien une norme.

Quant a la remarque finale, elle provient du fait que || ||§<> est la limite de
Iinfimum des énergies des courbes entre 0 et £ pour la métrique

(S, &) = (1/tD)0ss(ddr)s - &, s - &)

(soit gis(&, &) en faisant les identifications usuelles entre R" et son fibré tangent)
qui est atteint le long des géodésiques. U

Remarque [I1.2. Ce théoréeme exprime le fait que I’énergie le long d’une courbe
dont les extrémités sont trés éloignées dans (R", g) est équivalente a I’énergie de
la méme courbe pour (R", || - ||§). On peut remarquer que cela est encore vrai pour
des métriques a coefficients ( gj; dans une base de R") bornés et mesurables.

Exemple II1.3. Soit N = 2 et soit la métrique définie dans la base canonique de
R" par gjj (X) = a(x)di; ou a: R? — {a, B} est Z? périodique,da < f§ et sur [0, 1[°

a(x):[ﬁ six€]0,3[x]3, 1 ouxel3 1[ x]0, 3[:

o sinon.

alors (cf. [BD98] exemple 16.2)

161, = o V2~ Dyminfial. 121} + maxil. 121))
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Le résultat suivant, bien que simple, mérite d’étre cité

Corollaire III.1.bis
Pour tout X ety € R" on a
im dg(6,X,0,Y)

p—00

= lIx=yls

Preuve. Comme on I’'a remarqué dans le théoréme précédent, pour toute norme
euclidienne, il existe a et f telles, que pour tout X et y € R",

alx =yl < dg(x,y) < BIx =l (III-5)

Soit X* et y* les points du réseau de l’action de Z" les plus proches de X et y
respectivement alors

dg(X7 y) < dg(xa X*) + dg(X*a y)
= dg(X, X*) +dg(y — x*, 0)
< dg(X, x*) +dg(y — x*, y = x) + dg(y — X, 0) (I1I-6)

alors, il existe une constante C telle que, pour tout X, on ait dg(X, X*) < C, de
sorte qu’en utilisant (I1I-5)

B

a

B

dg(x — x*, 0) = —dg(x, X*)
a

dg(y — X%,y —X) <
en combinant cela a I'inégalité (II1-6) on a
dg(X,y) < dg(x —y,0) + C(1+ B/a).
Enfin on remarque que

dg(y — X, O) - dg(y - X*7 y— X) < dg(y» X*) < dg(y: X) + dg(X> X*)

de sorte que
dg(X,y) = dg(x —y,0) —C(A+a/p)

on en déduit aisément que dg(d,X, J,Y) est équivalent a dy(d,(X — Y), 0) quand
p — +0o0. [

I.1.b — Transposons les résultats concernant la convergence des com-
pacts et des boules dans le cadre des tores. Tout d’abord le théoréme [1.5 devient
dans ce cas :

Théoréme II1.4.

Soient (T", g) un tore, dg la distance induite sur R", d, (X, y) = dg(d,(x), 5,(y))/p
et dy, la distance issue de la norme stable induite. Soit A un compact de R" alors la
suite (A, d,, u,), converge au sens de Gromov-Hausdorff mesuré vers (A, Uu, o).

Ensuite le théoréme [I.6 se transpose ainsi :
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Théoréme II1.5.

Soient (T", g) un tore, dy la distance induite sur R", d, (X, y) = dg(6,(X), d,(y))/p
et d la distance issue de la norme stable induite. Soit B,(1) la boule unité de d,,
alors la suite (B,(1),d,, u,), converge au sens de Gromov-Hausdorff mesuré vers

Enfin le corollaire sur le volume asymptotique devient ici :

Théoréme III.6.
Si on note u la mesure de Lebesgue sur R" alors

 Volg(By(p)) _ oy A (Bx(D) _

Remarque II1.7. La démonstration de ce dernier résultat est incluse dans les
théorémes concernant le volume asymptotique riemannien des nilvariétés de P.
Pansu [Pan83].

1.2 Homogénéisation du laplacien et variété de Jacobi

Rappelons comment on obtient I'opérateur homogénéisé; on commence
par chercher la solution périodique unique y' (& une constante additive pres) de

Ay'=Ax surll (IT1-8)

Popérateur A, est alors défini par

1 ] o2 f
A f = — i _gkZt_ ¢ I11-9
Vol (g) (/I[g I ow g(y)) 0%; 0Xj (-9)

en notant 7;j(X) = 21 () — x j I'application harmonique associée et

y 1 y By
i _ i _gedr!
o = o (/9 =90 950)

on peut remarquer que les dz; sont des 1-formes sur le tore sous-jacent. Ce qui
nous donne dans ce cas

Propriété II1.8.
Notons (-, -)2 le produit scalaire induit sur les 1-formes du tore par la métrique ¢
alors

N 1 1 .
i ) N — 1o, ) —qll
q Vol(g)<dm,dm>z Vol(g)a (nj.m) =4

de sorte que A, est bien un opérateur elliptique.

Remarque IMI.9. Au lieu de prendre une métrique riemannienne on peut consi-
dérer une métrique finslérienne et lui associer le laplacien défini par P. Centore
[CenO0O0]. On peut alors refaire ce qui vient d’étre fait (partie 1.1 et ci-dessus) dans
ce cadre la.
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Ainsi (qij ) induit un produit scalaire sur les 1-formes harmonique, (dont
on notera || - |2 la norme), et par passage au quotient sur H LT, R). En effet les
(d7;) peuvent étre vues comme des 1-formes harmoniques sur le tore. Comme
elles sont indépendantes on peut aussi les voir comme une base de H(T, R)
(théoréme de Hodge). Par dualité on obtient un produit scalaire (¢j) sur Hy(T, R)
(on notera || - ||5 la norme induite). A présent il est normal de s’intéresser au lien
entre la norme stable | - ||s et || - ||5. Pour cela retournons sur H LT, R), la norme
duale a la norme stable est obtenue en quotientant la norme infinie (cf. Pansu
[Pan99] lemme 17) que l'on note || - ||*°, et la norme | - |2 induite par (qij) est
obtenue a partir de la norme L2 normalisée. En combinant l'inégalité de Hdblder
et le théoréme de Hodge on obtient :

Propriété II1.10.
Pour toute 1-forme a on a
lallz < llocf|™

de sorte que, par dualité, pour tout y € H1(T, R),

Iy lls < lly 113

en particulier la boule unité de || - ||5 est incluse dans By (1).

Enfin pour terminer remarquons que la variété Hy(T, R)/H1(T, Z) muni
de la métrique plate, obtenue en faisant le quotient de (Hl(T, R), || - ||§), est ce
que l'on appelle la variété de Jacobi ou tore d’Albanese du tore (T, Q).

1.3 Spectre asymptotique

I.3.a Remarque sur les espaces étudiés

Soit § une métrique sur R" relevée d’'une métrique sur un tore, et (90)p
la famille des métriques ré-échelonnées. Notons dug(X) = det%g(x)dx la mesure

associée a § alors du,(X) = det%g(épx)dx est la mesure associée a g,. Passons
aux espaces en notant H pl(Bp (1)) (il faut comprendre la boule ouverte ici)

0, 200 LZ(Bp(l),dﬂp)] (IIT-10)

5X1 ’ 8Xn
2
w)

wﬁzf wa(mmw@zf v%MJ. (I-11)
B, (1) B (1)

HE(B,(0) = |o

muni de la norme

n

2 2
loll2 = o2 +>
i=1

ou l'on a noté

2

o o) ||2+£ o
—_— resp. || = |D —_—
x|, P > = i1 10%i
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Le produit scalaire dans LZ(Bp ), u p) est une fois de plus

u,v), =/ uo du, (III-12)
B, (1)

le(Bp(l)) est un espace de Hilbert. On définit de maniére usuelle
H /}’O(Bp (1)) comme la fermeture des fonctions COO(Bp(l)) a support compact,
dans le(Bp (1)) pour la norme || - ||,. On a alors

le’o(Boo(l)) = {1) |v e le(Bp(l)) telle que v = O sur 8Bp(1)}

Pour se ramener aux notations de II,
D, (B, (1) = H}(B,(1)) et DY(B,(1)) = H2 (B, (1))
Pour ce qui suit V, sera un sous-espace fermé tel que

Hyo(B, (D) €V, © H(B, (D).

On peut définir un filet de structures spectrales en étendant le lapla-
cien défini sur V, a L%. La question que l'on peut se poser est de savoir si on
a encore convergence de ce filet de structures spectrales. Une lecture attentive
de la démonstration du théoréme [I.30 montre que pour pouvoir faire la méme
démonstration, il suffit que I'espace V, s’injecte compactement dans Lf). Or dans
le cas particulier présent, H pl(Bp (1)) s’injecte compactement dans L%. De sorte
que cela est vrai pour tout sous-espace muni de la méme norme ; notamment cela
est vrai pour H pl(Bp (1)). Autrement dit, tout ce qui a été fait dans le cadre général
uniquement pour le laplacien avec les conditions de Dirichlet au bord, peut étre
fait dans le cadre des tores, pour le laplacien avec les conditions de Neumann au
bord (ce que l'on ne peut pas encore faire dans le cas des nilvariétés car on ne
dispose pas — pour le moment — d’injection compacte du méme type).

1.3.b Enoncé des résultats

Le théoréme [I.19 devient dans ce cas

Théoréme III.11.

Soient (T", g) un tore, By(p) les boules riemanniennes, de rayon p centrées en un
point fixe, induites sur le revétement universel, i (Bg (p)) la i €™ valeur propre du
laplacien pour les conditions de Dirichlet ou Neumann au bord sur Bg(p).

Alors il existe un opérateur elliptique A, qui n’est autre que le laplacien
associé a un produit euclidien sur R", tel qu’en notant ifo sa i°™® valeur propre
pour les conditions de Dirichlet ou Neumann au bord de la boule unité de la norme
stable By (1) on ait

Jim_p2i (Bg(p)) = 47



Retour sur la I'-convergence 75

II Retour sur la ['-convergence

II.1 [ et Mosco-convergence des formes quadratiques

Nous sommes maintenant en mesure de donner une version adaptée a
notre probléme de la ['-convergence

Définition III.12 (I'-convergence).
On dira qu’un filet {F, : Lg — R},ea de fonctions I'-converge vers une fonction
F : L2 — R si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(F1) Siun filet (Uy)gena € LE converge fortement vers U € Lgo dans £2 alors

F(u) < liminf F,(uy);

(F2) Pour toutu € Lgo il existe un filet (Uy)gea € Lg qui converge fortement vers
u dans £? et tel que
F(u) =Ilim Fy(uy).
a

Remarque [[1.13. Ceci difféere légérement de la définition usuelle, mais on peut
s’y ramener facilement en prolongeant tous les F, par I'infini sur L? (voir I'intro-
duction de [Mas93]).

Résumons a présent un certain nombre de propriétés de cette conver-
gence.

Lemme II1.14. 1. Si un filet {F, : L§ — R}yea de_fonction I'-converge vers une
fonction F Lgo — R, alors F est semi-continue inférieurement.

2. Si un filet (£,)qen de formes quadratiques &, sur Lg I'-converge vers une
fonction F : Lgo — R, alors F est identifié a une forme quadratique sur Lgo.

On a aussi le théoréme de compacité suivant :

Théoréme II1.15.
Tout filet (£,)qea de formes quadratiques &, sur Li admet un sous-filet T'-
convergeant, dont la limite est une forme quadratique sur Lgo.

Remarque [lI.16. En fait ce théoréme est vrai dans un espace de fonctions plus
grand, sous certaines conditions sur {Lg}ae A. Bien sur la limite n’est pas néces-
sairement une forme quadratique dans ce cas la. Ici c’est le lemme [II.14 qui nous
permet de parler de l'aspect de la limite.

Définition [1I.17 (topologie de Mosco).

Nous dirons qu’un filet (£,)4c4 de formes quadratiques &, sur Lé Mosco-converge
vers £ forme quadratique sur Lgo si la condition (F2) de la définition Il1.12 et (F1))
sont vérifiés :

(F1) Si un filet (Uy)ged, Uy € Lg converge faiblement vers U € Lgo dans £2 alors

E() < Iimainf Eq(Uy)
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La topologie induite sera appelée topologie de Mosco.

Il est clair que la Mosco-convergence implique la I'-convergence, de sorte
que cette topologie est plus forte que la I'-topologie. Il nous reste a introduire un
dernier type de convergence :

Définition I11.18 (I'-convergence compacte).
Nous dirons que le filet (£,)q4ea [-converge compactement vers &€ si €5 — £ au
sens de Mosco et si (£3)aca est asymptotiquement compact.

Précisons a présent le lien entre la Mosco-convergence et la I'-
convergence.

Lemme III.19.
Supposons que (£,)qca est asymptotiquement compact alors (E,)q4en I'-converge
vers & si et seulement si (£,)q,ec4 Mosco-converge vers £.

Preuve. Il suffit de montrer que la I'-convergence implique ’hypothése (F1') de
[II.17. On procéde par I’'absurde en supposant ’existence d’un filet (U, ) faiblement
convergeant tel que liminf, &,(u,) < £(U). Quitte a extraire un sous-filet on peut
supposer que lim £, (u,) < £(u) de sorte que l'on a aussi limsup, &, (U,) + (U2 <
+o00. 11 est facile de voir que la compacité asymptotique passe a un sous-filet, on
peut donc extraire un sous-filet U, () qui converge fortement. L’hypothese de I'-
convergence passant aussi aux sous-filets de &£, on obtient

lim&,(uy,) = Ii;}n Ea(p)(Ug(p)) = E(U)

ce qui est absurde. tl

II.2 Structures spectrales et [ -convergence

On revient sur les structures spectrales afin d’énoncer le théoreme sui-
vant :

Théoréme II1.20.

Soit (X,) un filet de structures spectrales sur les LZ et X une structure spectrale sur
Lgo. Alors ¥, — X fortement (resp. compactement) si, et seulement si, £, Mosco-
converge (resp. I'-converge compactement) vers &.

Preuve. On va montrer I’équivalence entre la convergence forte (resp. compacte)
des résolvantes et la Mosco-convergence (resp. ['-convergence compacte) des éner-
gies.

Commencons par supposer que le filet (£,) Mosco-converge et montrons
que pour tout z € Lgo, si on prend un filet z, convergeant fortement vers z alors le
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filet u, = —R}z, converge fortement vers U = —R;Z. Le vecteur U est caractérisé
comme étant I'unique point minimisant de

v E®) = A% = 2(2,0)0

on peut caractériser de méme les U,. Comme opérateur de Lg, R} est borné par
—271. Ainsi le filet (uy) est borné, de sorte que 'on peut en tirer un sous-filet
faiblement convergent, encore noté (U,), de limite U. Par la condition (F2) pour
tout v € Lgo on peut trouver un filet v, convergeant fortement vers v tel que
lim, &, (vy) = £(@). Or pour tout a

Ea(Ug) — Allug ”i — 22y, Ug)a < Ex(vg) — /1”00(”2 — 2(Zy, 04) (III-13)

en passant a la limite sur a € A on trouve, en utilisant la condition (F1’) de
IMI.17 et le fait que pour un filet convergeant faiblement ||U||o, < liminf, |u,|l, (on
rappelle que 4 < 0),

E@) — A0I12, = 2(z, U)o < E@) — A0I1%, — 2(2, 1) oo

on en déduit que U0 = —R;z. En raison de l'unicité de U, ceci montre que le filet
(uy) converge faiblement vers U. Montrons a présent que ||U,|, converge vers
lulloc. Pour cela considérons un filet v, convergeant fortement vers U tel que
lim, &, (vy) = £(U), réécrivons l'inégalité (I11-13) :

Ea(Ug) = AUy + Zo /2113 < Eq(0a) = Allva + Za/ 211
de nouveau en utilisant (F1’), on obtient

E@W) — Alimsupllu, + 2/212 < E@) — Allu+ /215

d’ou ||u, + Za//1||§ - |lu+ Z//1||go ce qui implique que le filet (U, +z,/4), converge
fortement. Le filet (z,) convergeant fortement on en déduit que (U,) converge
fortement.

Etudions le cas de la I'-convergence compacte. Considérons un filet w,
convergeant faiblement vers w et soit U, = —Rj}f w, Alors le filet U, est encore
borné. En remplacant z, par w, dans (III-13) on obtient que limsup, &, (u,) est
bornée, de sorte que par la compacité asymptotique on peut extraire un sous-
filet fortement convergeant de U,, de limite U. En ré-injectant dans ([lI-13), avec
Z, = v, ou (v,) est un filet fortement convergeant vers v, on obtient

E(0) = 2115, — 2(w, Goe < E®) = Alvl13 — 2(w, v)oo
de sorte que U0 = —R;w. En raison de l'unicité on conclut a la convergence forte

de Rfw, vers Ryw.

Réciproquement supposons que, pour tout 4 < 0, le filet R} converge
fortement vers R;. Dans ce qui suit (U,) sera un filet fortement convergeant vers
u.
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Conditions (F1’) : déja fait, voir la propriété II.12.

Conditions (F2) : On extrait un sous-filet 1, - —oo tel que

E(u,u) > IiEn lim a’(Uy, Ug) > lim a’e (Uy, Uy)
on prend alors le filet w, = 44 R} U, pour tout a, et on remarque que

ai(uoca uoc) = _/“ua - /leu(la uoc)a - /1<ua - lRﬁCUa, _;LR?{{UOJ(X
+2{Uy — AR Uy, —ARf U, ) g
—Mlug = ARG UG 12 + 22Uy — AR U, —REU,),
— AUy — ARG UIIZ + E4 (ARG U,)

en effet si on note g, la forme bilinéaire associée a &, alors R}uU, peut étre définie
comme le seul élément tel que

A (— R Uq, v4) — A—=RJUg, 0a)o = (Ua, Va)a, V0o € D(Ey)
de sorte que, finalement,
85 (Ug» Us) = Eq (g, W) = U = 4 113
On en déduit que w, — U fortement dans L? et

E(u,u) > limsup&, (wy, wy)
0— 400

on a obtenu ce que l’'on voulait.

Pour le cas de la convergence compacte, il suffit de montrer la compacité
asymptotique, mais cela a été fait en I.12 H
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III Le son macroscopique caractéristique
des tores plats

III.1 A, asymptotique

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant et son corol-
laire que 'on pourrait résumer par «Macroscopically, one can hear the sound of a
flat torus ».

Théoréme II1.21.

Soient (T", g) un tore de dimension n, Bg(p) la boule géodésique de rayon p induite
sur son revétement universel, centrée en un point fixé, et 4 1(Bg (p)) la premiere
valeur propre du laplacien pour le probléme de Dirichlet sur By(p) alors

; 2
m = <
1. pll—>oop j-1(Bg(P)) Aoo < Aen
2. En cas d’égalité la norme stable est euclidienne.

ol Ao est la premiére valeur propre d’un opérateur elliptique sur la boule unité de
la norme stable et Agn la premiére valeur propre du laplacien euclidien, sur la boule
euclidienne.

Ce théoréme est a rapprocher du théoréme sur le volume asymptotique
démontré par D. Burago et S. Ivanov dans [BI95].

La convergence de la valeur propre est donnée par la théorie de I’homo-
généisation décrite en III.I1.2. Il reste donc a donner la preuve de la majoration
et a caractériser le cas d’égalité. La démonstration que nous proposons consiste
a majorer /11(Bg (p)) pout tout p en faisant intervenir une fonction qui dépend
uniquement de la distance au centre. Ensuite on utilise la convergence simple
des distances vers la norme stable, telle que donnée par la théorie de ’homogé-
néisation (cf. théoréme III.1) ou P. Pansu [Pan82] (sachant que D. Burago [Bur92]
démontre la convergence uniforme) et enfin la proposition (II-2).

Preuve. Soit f une fonction continue de R — R on définit

f,1601,,B4(p) — R

o r(BL0200)

p

et foo(X) = f (||X||oo) sur By (1) on veut montrer que (on rappelle que J,(X) = pX)

/ o xBy(r) © ity =2 [ Too Gttos (I11-14)
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Pour cela on va découper la différence des deux termes en trois parties i.e. :

‘/ fo - XBg(p) © 9p dﬂp‘/ foo dptoo
Boo (1)

<

'/ fp - (XBg(p) 0 0p — XBoo(l)) du, (ITT-15)

+ / (f, — foo)du, (ITI-16)
Boo (1)

+ / foo duy —/ foo d,uoo' (IT1-17)
Boo (1) Boo(1)

A présent il suffit de remarquer que

1. Le terme (ITI-15) tend vers O car a l'intérieur on a le produit de XBy(p) © op —
X Bwo(1)» qui tend simplement vers O en vertu de III.1.bis, et de termes bornés
a support sur un méme compact.

2. Pour (III-16) méme raisonnement mais ici c’est f, — fo qui tend simplement
vers 0

3. quant a ([TI-17) c’est a la proposition (II-2) que nous la devons.

En conclusion on a bien (III-14). On calcul a présent le quotient de Rayleigh de
f, ce qui nous donne :

/((f/)p)z * XBy(p) © dp dutp

p?2g(Bg(p)) < (II-18)
/(fp)2 * XBqy(p) © 9p duy
a présent on applique (III-14) pour obtenir
2
/ ((f’)oo) dico
lim supp?q(Bg(p)) < 2= (III-19)

Boo (1)

en prenant pour f la bonne fonction (i.e. la solution de I'équation f” + n%l f'(x)+
Aef = 0) on conclut.

Pour le cas d’égalité on prend de nouveau pour f la fonction qui donne
la fonction propre du laplacien dans le cas de la boule dans l’espace euclidien
usuel (i.e. la solution de f” + n%l f'(X) + Aef = 0) et on la normalise (en norme
L?). La théorie de la T -convergence nous permet de dire que, en notant £, et £y
les énergies respectives de A, et Ay, sur les boules (51/p By (p)) et By (1) pour les
mesures adaptés, on a :

Eoo(foo) < liminf £,(f,) < limsup&,(f,) < e (III-20)
p—=00 R— oo
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(ici on suppose de plus les fonctions normalisées) ceci en vertu de la propriété
I1.12 et du théoréme II.19. Par hypothése de I'égalit€,

de < Eso( o), (II-21)

de sorte que (III-20) et (IM1-21) impliquent I’égalité. On en déduit que f,, est dans
I’espace propre associé a la premiére valeur propre. Donc fo, est C* (au moins
au voisinage de zéro). Maintenant en étudiant les fonctions de Bessel (cf. [Bow58],
8§03 a §05) on s’apercoit qu’en posant p = (N —2)/2on a f(X) = X_pJp(\/ZX).
Or Jp est analytique et définie par (cf. [Bow58] §4)

3 xP X2 x4
X) = ——— —
p(X) 2|°F(p+1)( > ont2 2.4.2n+2 2n+4 )

de sorte que f est de la forme

ip 2/1 412
f(x)=—e(1— Xte X te +)

2T (p+1) 2-2n+2 2-4.-2n4+2-2n+4
autrement dit de la forme 1 + a1X2 + oc2X4 + ... (& une constante multiplicative
prés) en particulier la fonction 1+ a1X + axX? + ... est inversible au voisinage de

zéro, d’inverse g € C* ce qui implique que go fo(X) = CSt- ||X||C2>o est une fonction
C? au voisinage de zéro, donc la norme stable est associée a un produit scalaire,
i.e. la norme stable est euclidienne. N

Corollaire III.21.bis
Silim,_ pzig(Bg(p)) = len alors la métrique g est plate.

Preuve. La norme stable étant euclidienne on peut conclure comme pour le cas
d’égalité dans [BI95] concernant le volume asymptotique. D

III.2 Sur le volume asymptotique
III.2.a Une inégalité de Faber-Krahn généralisée

Nous avons besoin de quelques définitions.

Définition 111.22.

Pour une sous-variété N de R" rectifiable (on pourra la penser de mesure non
infinie pour la mesure de Hausdorff adaptée) on notera le courant d’intégration
associé | (N). Pour un courant C d’intégration on notera M (C) sa masse telle que
définie par H. Federer.

Définition III.23.
Soit R", muni d’une norme || - || (on notera || - ||« sa duale), alors on définit

/ I1df12du
=
Q

A(Q, I - |nf (I11-22)
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ou u est la mesure de Haar sur R" et les fonctions f sont lipschitziennes nulles
sur le bord.

On a le lemme suivant,

Lemme [11.24 (Inégalité de Faber-Krahn pour les normes).
Soit D un domaine de R" muni d’une norme | - || et d’une mesure invariante par
translation. Notons D* la boule pour la norme de méme volume que D alors,

A1(D* 1 - 1) < A42(D, 11 - 1) (IT1-23)
le cas d’égalité implique que D est une boule.

Preuve. Nous avons besoin de deux outils pour y arriver, le premier étant une
inégalité isopérimétrique, celle-ci nous est donnée par un résultat de Brunn (voir
démonstration par M. Gromov dans [MS86]), le second est une formule de la co-
aire. Celle-ci se trouve dans Federer [Fed69] p. 438. plus précisément, en notant
Gt = {x | | f(X)] =t}, on a d’'une part que

supf supf
/ ha A df =/ / ha|tht :/ ||f|=t(ha)dt
Q 0 Gt 0

et d’autre part
supf
/ |df||*°do :/ M (I f=t)dt (ITI-24)
Q 0

(cf P. Pansu [Pan99]) ou do est la forme volume de R" invariante par translation
et telle que le volume de la boule unité pour la norme || - || soit égal a 1.

En considérant a = x df ou * représente l'opérateur de Hodge sur

1
df|?

les formes différentielles de R" euclidien, on obtient

supf
/hdv:/ ha|c,dt
Q 0 Gt

On considére a présent la méme égalité sur Qi = {X [ [ fX)]| > t} ie. :

supf supf
/ hdy = / / ha |, dt = / £ 1=t (ha)dt (ITI-25)
Qt t Gt t

en dérivant chaque membre de 1’égalité (III-25) on obtient presque partout ’égalité
/ hOZ|Gt = || f|=t (hOC) (]I]I]I-26]
Gt
a présent en combinant (II1-26) et (I11-24) on déduit

/G 1df*aig, = M=) (III-27)
t
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en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz au membre de gauche de (III-27) et
en identifiant les termes correspondant par (III-26) on obtient 'inégalité suivante

M (I} f1=t)?

< et ( (1D F1%0)? TII-28
i < = (19 1)%) (I1-28)

La fonction f* associée a f par symétrisation étant lipschitzienne, on a
une formule de la co-aire similaire. De sorte que l'on a presque partout l'égalité

d d
lif1=t(a) = ——Vol(Qt) = ——Vol() = l|t+=t(a™) (IIT-29)
dt dt
et par l'inégalité isopérimétrique de Brunn (cf. [MS86]) on a l'inégalité
M(ljf+1=t) < M(lj11=t) (I11-30)

en incorporant (III-29) et (II1-30) dans ([II-28) et en remarquant que ||df*||* est
constant sur {| f| =t} et que, par conséquent , I’équivalent de (II1-28) pour f* est
une €galité on obtient (presque partout)

rroon2 +) _ MUpre=0?  M(ljf=p)?
||f*|=t((”df 1°°) e )— (@) < (@)

Il ne reste plus qu’a intégrer les termes extrémes de (II[-31) pour obtenir I'inégalité

désirée, i.e.
/ (I1d£*1°)*d s/(||df||°°)2dv
Q* Q

ce qui permet de conclure la preuve, étant donné le fait que,

/Q*(f*)zdu :/Q(f)zdv.

Quant au cas d’égalité, il implique le cas d’égalité dans l'inégalité isopéri-
métrique de Brunn, ce qui permet de conclure. D

< ||f|=t((||df||°°)2a) (IT1-31)

Remarquons que ce lemme implique immeédiatement

Corollaire I11.24.bis

Soit D1 la boule unité pour la norme || - || alors
j~1(D1) = /1e,n
donc )
#(D1)\"
A < 21(D, | -
e,n( ,LL(D)) < A(D, |1 1)

otl u est une mesure de Haar sur R".

Preuve. La symétrisation du théoréme précédent montre que la borne inférieure
est atteinte par les fonctions ne dépendant que de la distance au centre, de sorte
que l'on fait le méme calcul que dans le cas euclidien. U
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III.2.b Minoration du volume asymptotique

On va appliquer l'inégalité de Faber-Krahn généralisée a A, pour cela
remarquons que Ao (Boo (1)) = 11(Boo(1), [I-[In) avec (quitte & normaliser la mesure
de Haar associée pour que la boule unité de || - || soit de mesure 1, mais cela ne
change pas les quotients de Raleigh)

IElh =D alag
i

et notons Bp la boule unité de || - |h. On peut appliquer l'inégalité du lemme [1I.24
et plus précisément son corollaire III.24.bis,

1(Br) )2/”1
1 (Bo (D)) ©

ou on note x4 une mesure de Haar quelconque. Maintenant, en appliquant le
théoréme [I1.21, on obtient :

ho(Boo(D) = (

( 1 (Bn)
1 (Boo (1))

Le résultat suivant s’en déduit en prenant pour mesure de Haar dans
(III-32), celle dont le volume de By, (1) est le volume asymptotique (i.e. (), d’'une
part et en transformant le second membre pour faire apparaitre le volume du tore
d’Albanese d’autre part.

2/n
) < 1 apres simplification. (IIT-32)

Proposition I1I.25.

Soit (T", g) un tore de dimension n, By(p) les boules géodésiques de rayon p cen-
trées en un point fixe, induites sur son revétement universel et Volg(Bg (p)) leur
volume riemannien si on pose

Volg(Bg(p))

Volas(g) = lim
pP—> 00
alors Vol (T")
(0]

Volas(g) > — 2~
* VORSO) 2 op, )
e en cas d’égalité la norme stable associée a g est euclidienne, donc le tore

est plat.

otl by est le volume euclidien de la boule euclidienne unitaire.

Preuve. Il s’agit maintenant de justifier le cas d’égalité, celui-ci découle soit du cas
d’égalité dans l'inégalité de Faber-Krahn, imposant que By, (1) est un ellipsoide,
soit du cas d’égalité dans le théoreme III.21. U

Il nous reste deux remarques concernant cette proposition, la premiéere
est incluse dans le corollaire suivant
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Corollaire I11.25.bis
Pour n = 2 on obtient
e \olas(g) > by

e en cas d’égalité la norme stable associée a g est euclidienne, donc le tore est plat.

C’est-a-dire que 'on obtient a nouveau le théoréme de D. Burago et S. Iva-
nov sur le volume asymptotique des tores en dimension 2 (cf. [BI95]). La seconde
est que 'on ne peut faire mieux, pour la justification de cette affirmation nous
renvoyons a III.3.

III.3 Exemples
II1.3.a Les tores plats en dimension n > 1

Utilisons notre méthode pour voir ce qu’elle nous permet de dire dans
le cas de la dimension 1, sachant que, dans ce cas, normalement tout doit se
simplifier.

Avec les notations de 1.2 on va chercher la forme de 'opérateur homogé-
néiseé.

Commencons donc par prendre une métrique riemannienne périodique

sur R, i.e. une fonction g : R — R} telle que g(X + 1) = g(X), et la métrique
g(x)%dx? alors le laplacien associé est

A= 1 0 1 0
—g(x) ax \ g(x) ax
Pour déterminer 'opérateur homogénéisé il nous faut déterminer la fonc-
tion y donnée par ’équation ([II-8) soit dans notre cas

i(ii ( )) _ i(i)
ay\ay ay*™) = ay\ay)

qui s’intégre immédiatement en
0

190 ( )_LH
ay) oy T ay)

G
@x(y) =14 cg(y)

on intégre une seconde fois pour obtenir

y
x(Y)=y+ c/ g(t)dt + constante
0

il reste a déterminer C, et cette constante est déterminée par la condition de
périodicité et on obtient finalement :

_Jo gt

(II1-33)
3 g(tdt

x(Y)=y



86 Chapitre II1. Le cas des tores

de sorte qu’en combinant ([II-33) et (III-9) on obtient I'opérateur homogénéisé

suivant :
1 02 02

T (Famdn?ox o

= A

Comparons a présent le volume de [0, 1] pour g au volume pour la mé-
trique, que nous nommerons homogéne, associée : Pour g on obtient fol g(t)dt =
Vol (g) et pour la métrique homogeéne on obtient Ji& = fol g(t)dt; il y a donc égalité.
Les tores de dimension 1 étant plats il est normal que nous obtenions ce résultat.

Passons aux dimensions supérieures et considérons une métrique plate
particuliére de la forme Zinzl giz(xi )dxiz, le volume est alors

n 1
| = i (t)dt.
Vol 4(T) I]:[l/o g (t)dt

On notera Gj(Xl, o Xj—1, Xj1s -5 Xn) = Hi;éj gi(x) et G(x) = Hinzlgi (%) le
déterminant. Les €quations pour les yj deviennent alors

0 _
ZGiii%:Gji 1 )
— O G oY ay;j 9j(yj)

On peut voir que le probléme est a une dimension, par conséquent on peut sup-
poser que les yj ne dépendent que de Yj ; les €quations se réduisent a :

o 1oyl o 1

oyj 9j oy;  ayj 9j(y))

qui est I'’équation a une dimension ; ainsi on obtient,

Yj
gj (Hdt
fO gj (t)dt
et donc
j 2
L 1 1G (%) dx 0 i
Vol(@) Jn f5g;tdt ) 0x;

de sorte que

n

Gl (x) n .
e Gl (x)dx
Volg(T) j:l/ﬂ Jo 9 ®dt 11:[1/11

Vola(T) ~ Volg(M™2  Volg(T)™ ™

III.3.b La dimension 2

Considérons une métrique conformément équivalente a une métrique eu-
clidienne, g2(x, y)dx? = g2(x, y)(dx? + dy?). Ici g est supposée périodique de
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période 1 en X et y. Dans ce cas il nous faut déterminer deux fonctions y* et y7.
D’abord, observons que le laplacien associé est :

A 1 #+62
o og(x, y)2 \ox oy

I’équation (ITI-8) n’admettant pas de second membre s’écrit tout simplement :
02 82
+—x"=0
X Tt

et les seules fonctions périodiques de période 1 sont les fonctions constantes.

Ainsi
1 % 82
Ao = =g =\202 T 502
Vol(g) \ ox oy

et en notant Ay, la matrice associée a Ay, on a

Vol o(T) -
m = +/ detAoo x Vol g= 1.

II1.3.c Le cas conformément plat, n > 3.

Recommencons comme précédemment, mais dans le cas ou n > 3. Soit
donc la métriques g%(X1, . .., Xn)(d X% 4+ -+ dxﬁ), g périodique de période 1 en
chaque X;. Le laplacien associé est, dans ce cas, de la forme

n
1 0 o0

A=—— — —
gn — O0Xi g 0Xi
et I’équation pour )(i est de la forme (on note X = (X1, ..., Xp) ety = (Y1,...,¥n)) :
n
0 n 2 0 n-—2
> — 5y 9 () oy oy W

i=1
d’autre part, on obtient :

2
—\V0l(g) Ano —Z/ 90" zdx—— Z / 900" 28}; dx 8X|68Xj

l i,j=1 !

Le déterminant de Ay, la matrice associée a A, est alors :
aXU(I)
de = X Oi — dx
elAx) = Vol(g)“ Z (o )H/ 909" ( o)~

Simplifions un peu la question en considérant g ne dépendant que d’une
des variables, X1 par exemple alors la recherche des y! devient :

j J
X + (n—2)g'(yng(y)"~ 391 _ 0 sij#1
azyi . Y1

n—2 _ n—3 X 0 no
a(yp" 2>, oy — + (n—2)d'(y1)g(y1) v 6ylg (Y1)

g(yl)n 2 Z|
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Ainsi en prenant

')(j:O , sij#1
1

(1/g9t)"?)dt
1
| @awar

on obtient bien une solution, en effet :

<X1=Y1— +cC

Preuve. Pour | # 1 c’est immédiat. Si | = 1, y; ne dépendant que de Y1, les
calculs se simplifient, et :

0 1
9 _q

o - 1
- 9y / (1/g®"?)dt
0

b

de sorte que
n—2 X 1

g(y1) =g(yD)"" T
/O (1/9@t)"~?)dt

et, en dérivant une derniere fois,
n

1
n—2 X 0 n—2
E oy g(y) Y —aylg(yl)

a n
6ylg(y1) oy1

Finalement, on obtient :

/ g™ 2dt

\% = detA, Vol(g)? =
: (/ g(t)“dt) / (1/9()"?)dt
n-2
Volg(T) _ ( g(t) dt) b
V0|A|(T) ( 1 n—2 o
g(t)“dt)
1/n-2 n(n—-2)
Volg(T) (/g(t) “dt)
Vol Al (T) ~
t”dt
/0 )
Volg(T) 1 par Hélder.
Vol Al (T) —

L’égalité implique que la métrique de départ est euclidienne. En tout cas cela
montre bien que 'on ne peut pas espérer obtenir I'inégalité de D. Burago et S. Iva-
nov dans la cas de dimension N > 3 par l'intermédiaire de la proposition III.25.
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Remarque [1.26. On peut faire exactement la méme chose avec g(X) = [[; Gi (Xi)-
La question que l'on peut tout de méme poser est celle de savoir si pour n > 3
on a pas Volg(T) < Vola((T), le cas d’égalité étant obtenu pour les tores plats. II
semblerait que ce soit faux d’aprés un résultat de J. Lafontaine [Laf74]. Cependant
qu’en est-il si l'on se restreint aux métriques conforméments plates, les calculs
précédants suggerent que cela peut-étre le cas.
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Quatriéme chapitre

Le cas des groupes de Heisenberg

Introduction

Le premier exemple de groupe de Lie nilpotent non-abelien est le groupe de
Heisenberg de dimension 3. On peut le voir comme I’ensemble des matrices 3 x 3
triangulaires supérieures, avec des 1 sur la diagonale. Il est donc tout naturel
de se pencher sur son cas lorsque l'on désire étudier les variétés nilpotentes.
C’est un groupe riche en structures, et c’est pour cela qu’on le rencontre dans de
nombreux domaines, ainsi on peut le voir comme un exemple de variété munie
d’une structure de contact, ou I’étudier en tant que variété C-R.

Dans ce chapitre nous allons surtout nous concentrer sur les aspects
riemanniens et sous-riemanniens des groupes de Heisenberg, et voir comment
s’énoncent ici les théorémes du deuxiéme chapitre. Nous espérons par ce bref
panorama, mettre en valeur les différences avec les tores qui empechent de géné-
raliser, pour l'instant, les résultats permettant de caractériser les tores plats par
l'asymptotique des valeurs propres du laplacien.

I Panorama des groupes de Heisenberg

I.1 Définitions et propriétés

Ou 'on donne des définitions des objets étudiés et de certains résultats
les concernants.

Définition V.1 (Groupes de Heisenberg).
Le groupe de Heisenberg est défini par

1 'x s
Hy={yxy,2)={0 I, y|,x,y)eR", zeR
0 0 1

muni de la multiplication des matrices.
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On rencontre dans la littérature plusieurs autres définitions selon que
I'on se trouve dans le cadre des équations différentielles, de la géométrie CR, ou
de la géométrie sous-riemannienne et qui sont toutes isomorphes. La géométrie
sous-riemannienne nous intéresse tout particuliérement, mais avant de rappeler
ce qu’elle est, nous allons voir la principale identification que nous ferons de ces
groupes.

Propriété V.2 (Coordonnées classiques).
H, est un sous-groupe fermé de GL(n + 2, R) difféomorphe a
de groupe notée * et donnée par :

R2"1 muni de la loi

XY, xX,Y,Z)=(x+X,y+Y,z+Z +(x,¥)) Iv-1)

ou (-, -) désigne le produit scalaire usuel de R
Preuve. C’est une application immédiate de la définition. t

On peut remarquer que Hj est un fibré en droite sur R?", toutes les
difficultés viendrons justement de cette fibre!

Déterminons le commutateur
[7 %, %.2, 7 <, ¥, )] =7 (0,0, A((x, 1), (X, ¥)) )

ou A est la forme symplectique standard sur R?", dont la matrice par rapport a la

base canonique est
0 Iy
=5 o)

Il en résulte que le centre de Hy est Zn, = {y(0,0,2); z € R} car A est non
dégénérée, de sorte que H, est nilpotent de rang deux.

L’algebre de Lie h, de Hj, est définie par :

0 'x s
bh=1Xxy,2=[0 On y|,(x,y) eR™",zeR
0O 0O O

Propriété IV.3.
Uexponentielle réalise un difféomorphisme de hn sur H, et

exp(X(X,y,2) =7 (X, ¥, 2+ 1/2(x, y)).

Le crochet de Lie est donné par
[X(x,y,2), X(X, Y, Z)] = X(O, 0, A((x, y), (X, y’))).

On en déduit que le centre de h, est 3n = {X(O, 0,2); z € R}. Aprés
identification de R?" avec le sous-espace {X(X,Y,0); (X,y) € RZ”} de bn., on
notera l’existence de la décomposition h = R @ 3n. Notons Z = X(0, 0, 1), alors,
pour tout X et Y dans R?", [X, Y] = A(X, Y)Z; de sorte que I'on parvient a décrire
les automorphismes
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Propriété V.4 (Automorphisme de §).
Tout élément de Aut(hy) s’écrit sous la forme af ot f € SP(n, R) et

al 0

(x:(tzn 2) oita € R* et w € R,
w a

Sia =1, alors a est un automorphisme intérieur.

Introduisons a présent les coordonnées exponentielles. Cela consiste a
parameétrer par l’algebre de Lie,

(X, ¥,2) = exp(X(X, Y, 2)) =y (X, ¥, 2+ 1/2(X, y))
et donc
1 / / / 1 / /
y(xayaz+§<xay>)y(xayaz +§<X,Y>)
/ / / 1 / / /
= (x+ XLy + Y.z 2+ S0 9) + (YD) + (% Y)
1 1
=y (X XLy +Y. 2+ 7+ S+ XLy +Y)) + S (6 Y) = (X, y>))
1
— exp(X(x +xX,y+y,z+7Z + §(<x, y) — (X, y))))
de sorte que l'on obtient finalement une nouvelle identification

Propriété [V.5 (Coordonnées exponentielles).
H,, est isomorphe a R21 muni de la relation de groupe :

1
x,y,2(x,y,2) = (x +x,y+y.,z24+7 + §(<x, y') — (X, y>))

I.2 Meétriques invariantes a gauche des groupes de Heisenberg

Dans cette partie nous résumons ce qui est connu sur les métriques
invariantes a gauche des groupes de Heisenberg.

I.2.a Métriques riemanniennes

Considérons la premiére représentation du groupe de Heisenberg Hp, (i.e.
les coordonnées classiques) et notons

0 0 0 0
i=— i=— =X L= _—;
0% oVi 0z 0z
n
ai =dx ; pi =dyi; 60=dZ+ZXidy;

i=1

ces notations introduites on peut donner une classification des métriques inva-
riantes a gauche sur Hj,.
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Théoréme IV.6.
Toute métrique invariante a gauche sur Hy, est équivalente, a automorphisme preés,
a l'une des métriques de la forme :

n
Gorovn = D v1@? + B7) + o,
i=1

avec vy, ...,vy € R\ {0}.

Ce théoreme provient de la caractérisation des automorphismes de h
et du lemme V.7 suivant. Pour I’énoncer, introduisons pour un n-uplet donné
r=(rq,...,M) vérifiant 0 < ry < --- < rp lellipsoide fermée dans C"

N Z 12
E(r) = Ze(C”|Z‘r—_‘ <1
i=1 !
alors

Lemme IV.7.
Soit un ellipsolde

E=1weR® | Za,-jwiwj <1
ij
dans R?" = C" alors il existe une application linéaire symplectique ¥ € sp2n telle

que YE = E(r) pour unn-upletr = (r1,...,rn) telque 0 <ry < --- < rp. De plus
les nombres I'j sont déterminés de maniére unique par E

Preuve. Considérons la forme symplectique canonique wg sur C" = R?", ainsi
que le produit scalaire

n
g(u,v) = Z ajjuiv]

IaJ:]'
de sorte que E = {w € R? | g(w,w) < 1}. Alors il existe une base
ui,...,Un,01,...,0n qui est orthogonale pour g et qui est aussi une base sym-

plectique, i.e. la forme symplectique wg sur C" s’ecrit v = zln _1d% A dyi pour

les coordonnées w = ZLl(Xi Ui + Yivi); cela provient de la diagonalisation des

matrices hermitiennes. On peut supposer que

1

gui, ui) = g(i, vi) = —
ri

Soit @ : R?" — R2" I'application linéaire symplectique qui envoie la base standard
de R?" sur cette base (i.e., Pz = Zin:l(xi Ui + Yivi) ) alors

n

g(@z, @2) = >

i=1

2 2
X + Yi
r2
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et donc ¥ = @1 vérifie ce que l'on voulait. Pour l'unicité du n-uplet, soit la
matrice diagonal D(r) = {1/r12, ces 1/r§, 1/rf, ces 1/r§} et supposons qu’il existe
une matrice symplectique ¥ et un n-uplet r’ tels que

'WD(r)¥ = D(r)
comme Jo'¥ = ¥~1Jp ou Jp est la matrice telle que wo(U, v) = (Jou, v), alors on a
¥~13D(N)Y = JD()

de sorte que les valeurs propres de JoD(r) et JoD(r’) doivent étre identiques, or
les valeurs propres de JoD(r) sont (&i /r12, N = /r%). [

En particulier pour le premier des groupe de Heisenberg on a

Corollaire [V.7.bis
Sur H les métriques invariantes a gauches sont, a automorphisme preés, de la forme
Oy = of + fi +vi0’

I1.2.b Métriques sous-riemanniennes

Ici on se place en coordonnées exponentielles de sorte que les champs
invariants a gauche que 'on va considérer seront de la forme :

oy o X 0 8
i=——2—: Y=—t——: Z=—;
'Tox 20z ' oy, T35 0z
1 n
o =dx ; Bi =dy; w:dz—égxidy.—yidxi;

alors on considére la distribution donnée par

Hn = kero = Vect{X;,Yi |[i=1,...,n}.

Comme on a
oA do)"=dzadyy AdXxg A Adyh AdXy #0

la distribution Hj est totalement non intégrable. Néanmoins, nous allons consi-
dérer les métriques ¢ définies positives sur Hp. On a :

[Xi, Xj] =0 [Yi,Yj]=0

la distribution vérifie les conditions de Hdérmander; deux points peuvent donc
toujours étre joints par une courbe presque partout horizontale i.e. dont le vecteur
tangent est presque partout dans Hp (cf. Strichartz [Str86]), ceci nous permet
de définir une distance dg dite sous-riemannienne ou de Carnot-Carathodory.
Comme pour le cas riemannien, le lemme V.7 nous donne
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Théoréme IV.8.
Toute métrique sous-riemannienne invariante a gauche sur (Hp, Hp) est équiva-
lente, a automorphisme prés, a l'une des métriques de la_forme

n
Goroovn = DO VE(@? + 7
i=1

avecv = (v1, ..., vp) sur la sphére unité de R" usuel. De plus la_famille
(g lves,

est irréductible.

De méme

Corollaire [V.8.bis
Sur (Hj, H1) les métriques sous-riemanniennes invariantes a gauches sont a auto-
morphisme prés de la_forme

g=oai+pf
Remarque [V.9. Cela est I’équivalent du fait qu’il existe des bases orthonormés
sur R" usuel, quelque soit le produit scalaire; malheureusement comme on le
voit ce n’est plus vrai pour H,, quand n > 1. La particularité du cas n = 1

provenant explicitement du fait que les matrices symplectiques 2 x 2 sont les
matrices inversibles, ou Sp(2, R) = GI(2, R).

On note

7
= —— —COtp;
u(p) Sy )
2 (IV-2)

4 sip #0etv(0) =2;

¢ + sir? ¢ — sing cosp

v(p) =

alors sur Hj, pour la métrique g = af + a%, ona:

Théoréme V.10 ([BGGOO] théoréme 1.36).
Il y a un nombre fini de géodésiques joignant Uorigine a (X, Y, t) si et seulement si
(X, ¥) # (0, 0). Ces géodésiques sont paramétrées par les solutions 0 de

1(0/2)(x% + y?) = 4t| (IV-3)

et leurs longueurs sont strictement croissantes en fonction de 6. Il y a une seule
géodésique si et seulement si

At| < u(p)(x® +y?

ot p1 est lunique solution de ¢ = tang sur |z, 2z[. Sinon leur nombre tend vers
Uinfini lorsque 4|t|/ (X% + y2) — 00. Le carré de la longueur de la géodésique donné
par une solution 6 de V-3 est

10)% = v(@/2)(4lt] + (x* + y?)) (IV-4)
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en particulier, si on considere 6. l'unique solution de 1V-3 sur [0, 2z [ alors
dg(0, (x, ¥, 1)) = v(6e/2) (4lt] + (> + ) (IV-5)

En remarquant que toute courbe sur R? entre 0 et (X, y) peut étre relevée
en une courbe horizontale entre O et (X, Y, t), ou t est alors l'aire orientée entre
le segment [0, (X, Y)] et la courbe, on en tire aisément le fait que les géodésiques
sont des relevées d’arc de cercles sur R? (ou de droites si on reste dans le plan
t = 0), cela provient du probléme de Dido, alors ce qui suit devient évident :

Théoréme IV.11.
Les géodésiques joignant Uorigine a un point (0, 0, t) ont des longueurs d1,ds, etc ...
définies par (dm)? = 4mz [t|. de sorte que dg (O, (0, 0, t))2 = 4z |t].

Grace au fait que toute métrique sous-riemannienne invariante a gauche
sur H1 peut se ramener a automorphisme prées a cette métrique on clot ce cas. Sur
- . n <
Hy, avec la métrique gy, ., = Zi:l(aiz + ,Biz)/viz oul<vpvy <--- < Vp < Vpt1 =
-+« =vp eten notant X = (X1, ..., Xn, Y1, - --» ¥n)» piZ:Xiz—i—yizpourl =1,...,n,
X' = (X, ..., Xp, Y1, ..., Yp) et X" = (Xp41, ..., Xn, Yp+1, - - . » ¥n) Il faut distinguer
plusieurs cas :

Théoréme V.12 ([BGGOO] théoréme 3.24).
Si X" # 0, alors il y a un nombre fini de géodésiques entre Uorigine et (X, t). Elles
sont indéxées par les solutions de

n
alt) = D vipluvio/2) (IV-6)
i=1

leur longueur croissante en fonction de 6. En particulier le carré de la distance
sous-riemannienne entre (X, t) et Uorigine est

9 n
d(0, (X, 1))* = - (4|t| +> COt(vi2¢9c/2)vi2pi2) IV-7)
i=1

oit 0 est l'unique solution de V-6 sur]0, 2z /v?].

Théoréme [V.13 ([BGGOO] théoréme 3.52).
Si X' #£0et X" =0,

1. Si q
It < D vipPuwin /vi), (IV-8)
i=1
alors la distance sous-riemannienne est donnée par
n
dg(0, (X, ))° =6/2 4t| + > vZpf cotv?o /2)) IV-9)
i=1

ot 0 est la solution unique de IV-6 sur )0, 2z /vy[.



98 Chapitre TV. Le cas des groupes de Heisenberg

2. Sinon, il y a une infinité de géodésiques de mémes longueurs entre l'origine
et (X, 1), paramétrées par la sphére

n
1" = % 4t| — Zvizpiz,u (vizn/vrz,)) (IV-10)
n i=1

ol = (1, - xn> M1 -- > Min) €¢” = (Xp4+1,---» Xn> Np+ls - - -» Hn). Leur lon-
gueur est donnée par

n
dg (0, (X, 1))? = % Alt) + > vZpf cot(vin /vrz,)) (IV-11)
n i=1

Il reste un cas.

Théoréme [V.14.

Soit X = 0 ett # 0 et fixons une paire d’entiers (j,m), | = 1,2,...,netm e N*,
alors il y a une infinité de géodésiques de méme longueur djm(t) entre lorigine et
(0, 1), avec

dmr |t
dim(ty?2 = 27711 (IV-12)

Vi

La distance sous-riemannienne entre Uorigine et (0, t) est donc

2 Az |t
dg(0, (0, 1)) = dn1(t)® = N (IV-13)
n
Remarque [V.15. Le cas v% =...= vr2] se déduit du cas Hj. Pour tout les détails

on se référera a [BGGOO]. Pour une vision plus géométrique, on pourra visiter la
page de R. Montgomery — http ://orca.ucsc.edu/ rmont/sR.html — et consulter
dans son livre en écriture le chapitre 1 « Dido meets Heisenberg ».

I.3 Sous groupes co-compacts des groupes de Heisenberg

Ce qui suit vient de [GWS86].

Définition IV.16.

Soit I = (r1,r2,...,rn) un N-uplets d’entiers naturels non nuls tels que r; divise
rj+1 pour 1 < j < n, on note rZ" les n-uplets X = (X1, ..., Xn) tels que Xj € r;Z,
1 < j < n. On définit

Ir={yxy.t) | xerZ'yeZ"t e Z}
qui est un sous-groupe co-compact de Hp,.

On peut alors énoncer le théoréme suivant qui caractérise les sous-
groupes co-compact.
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Théoréme [V.17 ([GWS86] théoréme 2.4).

Les sous groupes I'y de la définition [V. 16 classifient les sous groupes co-compacts
de H), a automorphismes pres. Autrement dit, pour tout sous groupe co-compact I'
de H, il existe unr unique tel que I' soit envoyé par un automorphisme sur I';.
De plus pour r et S des n-uplets comme dans V.16, I'y et I's sont des groupes
isomorphes si et seulement sil = S.



100 Chapitre TV. Le cas des groupes de Heisenberg

II Mesures et convergences

II.1 Meétrique sous-riemannienne et Mesure associée
II.1.a le groupe H

On reprend les notations de I.2. Nous considérons a présent des métriques
sous-riemanniennes dont la distribution est donnée par H; = Vect{X, Y} et qui
s’expriment par (on omet lI'indice 1),

g = a(x, y, 2a® + b(x, y, 2% + c(X, ¥, 2)(af + fa)

ou les fonctions a, b et € sont périodiques (par I’action & gauche d’un sous-groupe
co-compact). Nous noterons la matrice correspondante

_(ax,y,2) c(X,y,2)

e (c(x, y.2) b(x,y, Z))

Lemme [V.18.
La mesure de Haussdorff 4-dimensionnelle associée a la distance sous-
riemannienne dg, est déterminée par

ﬂg(A):/Adet(GH)dxdydz

Preuve. On notera (-, -) = g¢ la métrique invariante a gauche sur Hj décrite en
[.2. On se place sur H1(X), alors sur ce sous-espace g(U,V) = (LU, LV)1, ou L
est un automorphisme de fj1, procédons par étape :

Etape 1 :  est invariante a gauche, il suffit donc d’étudier ce qui se passe a
l'origine alors

a C
gU,v)="U (C b)v

Comme Gy est symétrique définie positive elle peut s’écrire sous la forme 'LL, on
considére alors

L — L 0

N (0 vab— 02)

qui est bien un automorphisme. En tout cas on a L*gc = g de sorte qu’en
notant Hg la mesure de Haussdorff 4-dimensionnelle associée a dyg on obtient
Hg(Q) = HC(L (Q)), ou H¢ est la mesure associée a la métrique sous-riemannienne
canonique. Or il s’avere que cette derniére correspond a la mesure de Haar usuelle
sur R® de sorte que Hg(2) = (detL)Hc(Q), et comme detL = detGy on conclut
pour ce cas.

Etape 2 : En un point ¢ fixé on a gz = Lz(-, -)¢. Or par continuité en ¢, pour tout
A > 1, on trouve un é > 0 tel que, pour tout | — X| < J et pour tout V € H1(X),

1
Fike-Vile-Vix < Ox(V, V) < A(Le -V, Le - Vi
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en intégrant sur ce voisinage, i.e., pour |X — Y| < §/2, on trouve

1
ch(Lg(x), Le(y)) < dg(X, y) < 2de(Le(X), Le(y))

(on a fait un abus de notation en notant le morphisme de groupe L¢(-) sur Hj
et 'automorphisme associé L sur 1), de sorte que pour les voisinages w de ¢
contenus dans la boule de centre ¢ et de rayon J/2 on obtient,

1
IHC(Lf(a))) < Hg(w) < ch(Lf(a)))
soit 1
z(detGH(g“)) He(w) < Hg(w) < A(detGy/(&)) He(w)
on en déduit que d Hg(¢) = detGy(&)d He W

Remarque 1V.19. En vertu de quoi on appellera forme volume associée la forme

dug = det(Gy) dxdydz

II.1.b Cas des Hj,, pourn > 1

On reprend les notations de 1.2 ici aussi. On considére une métrique de
la forme

n
9= D gjaiaj+Gi+miBi + ditniBiaj + Yitn+mbiBi
i=1

On va lui associer la mesure
n+1
Ug = / (detG) zn (x)dx
Q

Remarque [V.20. Cette mesure est aussi issue de la forme volume associée a la
meétrique riemannienne définie par

n
1
Orie = E gijoiaj + dig+maiBj + di+n)jBicj + di+n)(j+n)Bifj + (detG)nw
i=1

Est-ce la mesure de Haussdorff 2n + 2-dimensionnelle associée a la dis-
tance sous-riemannienne dg ?

I1.2 Enoncés des résultats

I1.2.a — Dans ce qui suit on note J, la famille de dilatations associées
au groupe de Heisenberg telles que 6,(X, Y, 2) = (pX, pY, p?7). On se donne une
métrique sous-riemannienne sur R2"*1 jnvariante par l'action a gauche de I.
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Transposons dans ce cas les résultats du deuxiéme chapitre. On rappel que
est la mesure de Haar telle que, pour un domaine fondamental D, pour ’action
de I'y on ait :

Hoo(Dr) = ﬂg(Dr)

alors

Lemme [V.21.
Soit f une fonction dans L1(A, Ug). ott A est un sous ensemble compact de R2M+1
ayant un bord de mesure nulle pour g, alors

1 / ntl
— fol,x)d (x):/f(x) detn God,(X) dx —> f duo
P2 Jsen ? Ho A 4 R A

—+00
dﬂp(x)

(IV-14)

On rappel que d, (X, y) = dg (5p (X), J, (y))/p alors :

Théoréme V.22,
Soit A un compact de R"t1, alors la suite (A, d,, u,), converge au sens de Gromov-
Hausdorff mesuré vers (A, s, ().

Sans oublier le cas particulier des boules :

Théoréme [V.23.
On a la convergence au sens de Gromov-Haussdorff mesuré du filet

(51//) Bg(p)a dpa ﬂp) vers (Boo(l); ds, ﬂoo)-

Corollaire [V.23.bis
On a la convergence et la limite suivante

#g(Bg(p))

p—>+00

que l'on appelera volume asymptotique sous-riemannien.

Remarque [V.24. Ce resultat, tout comme son analogue dans le cas du tore, est
démontré par P. Pansu dans [Pan83].

I1.2.b — Nous terminons cette partie par I’énoncé dans ce cas du théoréme
I1.19:

Théoréme [V.25.

Soit (I'r\Hpn, Hn, g) le quotient compact d’un groupe de Heisenberg, muni d’une
métrique sous-riemannienne ¢ sur la distribution Hy. Notons dg la distance sous-
riemannienne, Bg(p) les boules centrées en l'identité, de rayon p, induites sur Hy,
et A (Bg (p)) la i ™ valeur propre du laplacien sous-riemannien pour le probléeme
de Dirichlet sur By(p).

Alors, il existe un opérateur hypoelliptique A , le laplacien de Kohn associé
a une métrique sous-riemannienne invariante a gauche sur Hy, tel qu’en notant A>°
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sa i ®™€ valeur propre pour le probléme de Dirichlet sur la boule unité de la distance
dyo issue de la norme stable on ait :

pleoo p%i(Bg(p)) = A

II.3 Sur le volume asymptotique

Dans cette partie nous voulons montrer que, comme pour le cas des tores,
on obtient une inégalité sur le volume asymptotique. Malheureusement il n’existe
pas d’équivalent au théoréme de Faber-Krahn en géométrie sous-riemannienne
pour linstant. Bien qu’il y ait des inégalités du méme type, elles ne sont pas
optimales comme pour le cas d’égalité dans le théoréme de Faber-Krahn qui n’a
lieu que pour les boules. Ainsi nous n’obtenons pas pour l'instant de conclusion
concernant le cas d’égalité dans notre inégalités. Voila ce que nous obtenons :

II.3.a — Commencons par le cas riemannien :

Théoréme [V.26.

Soit (Hp, Hn, g) un groupe de Heisenberg muni d’une métrique riemannienne re-
levée d’'une métrique riemannienne d’un quotient co-compact. Alors son volume
asymptotique riemannien vérifie :

ﬂg(Df)

YR = o0

12(B2(1))

ou ug est la mesure riemannienne associée a g, (2 une mesure sous-riemannienne
associée a une métrique sous-riemannienne invariante a gauche, issue du tore
d’Albanese de H,, dont B,(1) est la boule géodésique de rayon 1 et D ¢ un domaine
fondamental pour Uaction co-compact.

Preuve. Soit (H1(V, R), || - ||3) I’espace d’homologie du quotient compact V muni
de la norme stable, c’est le dual de l’espace de cohomologie (Hl(V, R), | - ||oo)
muni du quotient de la norme L*° des 1-formes. Considérons la norme L2 sur les
1-formes, notée || - |2 (2 normalisation prés), par I'inégalité de Hdlder pour toute
1-forme «a

lall2 < llallso (IV-15)

I'inégalité étant valable pour les formes harmoniques, en utilisant le théoréme
de Hodge-de Rham elle passe au quotient et par dualité on obtient (notations
évidentes)

Iy lls < Ny ll2
pour touty € H 1(V, R), apres identification du H 1 avec ‘Hn (cf. [CE48] et [Nomb54))
il vient que, pour les distances sous-riemanniennes associées dz et do,, on a
I'inégalité

doo (0, X) < da(, .X)
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de sorte que la boule de rayon 1 pour d est incluse dans la boule de la distance
«stable». Ainsi pour toute mesure :

#(Boo(D) = 4(Ba(D)

en particulier cela est vrai pour la mesure u» induite par |[|y|5 qui est
sous-riemannienne invariante a gauche. En multipliant de part et d’autre par
pg(Df)/p2(Df) on conclut. [

Remarque [V.27. Cette inégalité est surtout intéressante en dimension 2 ou
,uz(Bz(l)) ne dépend pas de la métrique de départ, c’est I’équivalent de la
constante by, le volume euclidien de la boule unitaire euclidienne, du cas des
tores. On peut remarquer que la démonstration reste valable pour toute distance
sous-riemannienne invariante a gauche dont la boule unité est incluse dans celle
de la norme stable. Cependant dans le cas particulier de la démonstration faite ici
on retrouve le role particulier joué par le tore d’Albanese du groupe de Heisenberg.

Que peux-t-on dire du cas d’égalité ?

Remarque [[V.28. La démonstration utilise juste le fait que H,, est une nilvariéte,
en sorte que le théoréme est valable pour toutes les nilvariétés.

I1.3.b — Il reste le cas sous-riemannien. La démonstration précédente
échoue pour plusieurs raisons.

e La norme stable est dans ce cas le quotient de la norme L des 1-formes
restreintes a la distribution H,. De méme 1’équivalent de la norme L2
n’est défini que sur le dual de Hj,.

e Il n'y a pas actuellement d’équivalent du Théoréme de Hodge-
de Rham, excepté pour le cas invariant a gauche, en géomeétrie sous-
riemannienne. De sorte que le passage au quotient de 'inégalité (IV-15)
n’est pas évident.

Cependant, si une telle inégalité faisait surface dans ce cas, elle serait

I’équivalent de I'inégalité de la proposition III.25.
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Annexe A Problemes liées

A.1 Noyau de la chaleur en grands temps

Soit (T", g) un tore et (R", §) son revétement universel muni de la mé-
trique relevée. On rappel que g, = (1/ p2)5;g sont les métriques ré-échelonnées
et A, leur laplacien sur R".

Nous allons étudier, du point de vue de ’'homogénéisation, le comporte-
ment du noyau de la chaleur sur le revétement universel en temps long, i.e. on
s’intéresse au comportement quand t tend vers linfini d’une solution u(t, X) au

probléme

ou
E+Au:0 dans ]0, +oo[ x R"

u(0, X) = up(x)

Pour une vision utilisant la probabilité on consultera M. Kotani et T. Sunada
[KSO00].

(A.1)

Introduisons les fonctions ré-échelonnées
u/)(t> X) = pnu(pztv épx)a ,0 > 0

alors il est immeédiat (cf. I1.8) que U est solution de A.1 si, et seulement si, U p est

solution de 5
u
a—tp+Apup =0 dans ]0, +oo x R"

up 0,x) = anO(épX)
de sorte que I’étude de U(t, -) quand t tend vers l'infini se raméne a I’étude de

U,(1,-) quand p — oo; autrement dit a I’étude de la suite spéctrale liée aux
opérateurs (A ,) sur R". On a alors

(A.2)

Théoréme A.1.
La suite des résolvantes (Rff ) converge faiblement vers la résolvante (R}°) de A
dans L2(R").

Remarque A.2. La démonstration est la méme que celle de I1.30. En fait on
parlera plutot de G-convergence dans ce cas-ci. On peut appliquer les théoréemes
du chapitre III de [ZKON79], en particulier les théorémes 4 et 6.

Théoréme A.3 (ZKON79] page 136).
La solution fondamentale K(t, X, y) de A.1 admet le développement asymptotique
suivant

K(t, X, ¥) = koo(t, X, Y) +1720(t, X, )
ot Kx (T, X, Y) est la solution fondamentale de

ou
a—fo + AsoUso = 0 dans ]0, +oo[ x R" (A.3)
et O(t, X, y) — O uniformément quand t — oo sur |X|? + |y|?> < at, pour toute

constante a > 0 fixée.
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Remarque A.4. Cet énoncé est légérement plus faible que I’énoncé du théoréme 1
de M. Kotani et T. Sunada dans [KSO0O].

Théoréme A.5 (ZKON79] page 138).
Soit Ug € LY(R™M N L®(RM). Alors la solution u(t, X) de A.1 admet le développement
asymptotique suivant, quand t — 400,

u(t, x) = co(4nt)_2/ uo(y)dy+t_%9(t,x) (A.4)
Rr‘l

ot O(t, X) converge uniformément vers 0 pour |X| < R, ot R est une constante
positive et Cg est le déterminant de la matrice associée a A .

Ce dernier énoncé peut étre précisé comme suit :

Théoréme A.6 (Duro, Zuazua [DZ00] ).
Soit Ug € L(R"). Alors la solution unique de A.1 vérifie pour tout p € [1, +00] :

2= ut) — U () l|p = 0, quandt — +oo (A.5)

oll Uy est la solution unique du probléme homogénéisé (A.3). Pourn = leth = 2,
A.5 est vraie aussi pour p = 0.

A.2 Convergence spectrale d’une famille de revétement d’un
tore

Etudions a présent le revétement a k" feuillets d’un tore riemannien induit
par ’'homothétie de centre O est de rapport k sur R" i.e.

o :T" —» T

Si on remonte la métrique g, on obtient une métrique gk sur le tore, telle que le vo-
lume soit Volg, (T") = k" Volg(T). On voit donc de maniére naturelle apparaitre le
ré-échelonnage en prenant la métrique gx = (1/k?)@k. dont le volume est Voly(T).

A présent concentrons nous sur les distances induites par gk que l'on
notera dk. Le théoréme I11.4 nous dit précisément que la suite des tores (T", di, uk)
converge au sens de Gromov-Haussdorff mesuré vers le tore (T", dyo, f00), muni
de la distance issue de la norme stable et de la mesure de Haar tel que uoo(T) =
\Volgy(T).

Cependant, en ce qui concerne l’énergie des fonctions et le comportement
du laplacien, I’étude faite pour les boules pouvant étre faite pour un domaine
fondamental, on s’apercoit que cette suite converge vers le tore d’Albanese, i.e. le
tore (T", da, u a) o1 da est la distance issue du produit scalaire défini en 1.2, ceci
au sens de la distance D introduite par A. Kasue et H. Kimura. En effet, nous
obtenons ici la ['-convergence des énergies de Dirichlet, ce qui induit, suivant le
théoréeme 2.1 de [KKO97], la convergence suivant la distance D.
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La question restant en suspend, est de savoir s’il y a aussi convergence
au sens de la distance spectrale introduite par P. Bérard, G. Besson et S. Gallot
dans [BBG94].
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The Last Word by the Author’s
Mother

So you've read his book and, God willing, enjoyed it. Do I have
to tell you how proud a mother would be of a son like that ? I don't.
Now maybe he’ll give up all this foolishness and go into a worthwhile
profession.

Par la meére de Dan Greenburg dans
How to be a Jewish Mother









Résumeé

Considérons une nilvariété graduée munie d’'une meétrique rie-
mannienne (resp. sous-riemannienne), on reléve la métrique sur
le revétement universel, on obtient ainsi une distance qui a son
tour définit des boules. Sur ces boules on peut étudier le lapla-
cien (resp. un sous-laplacien). On se concentre sur son spectre
pour le probleme de Dirichlet. On décrit, en utilisant les outils
de ’homogénéisation, le comportement asymptotique des valeurs
propres quand le rayon des boules tend vers l'infini. On obtient
également une minoration du volume asymptotique des boules
faisant intervenir le tore d’Albanese. Dans le cas particulier des
tores, on étudie aussi le spectre de Neumann et on caractérise les
tores plats grace a I’'asymptotique de la premiére valeur propre du
laplacien pour le probléeme de Dirichlet. On explore aussi le cas
des groupes de Heisenberg.
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