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RÉSUMÉ. L’objet de cet article est l’étude de l’aire des triangles idéaux pour la
géoḿetrie de Hilbert d’un domaine convexe deRn . Les ŕesultats que nous obtenons
donnent d’une part une caractérisation de la ǵeoḿetrie hyperbolique dans l’ensemble des
géoḿetries de Hilbert, et d’autre part une minoration optimale, indépendante du convexe,
de l’aire de Hilbert des triangles idéaux qui caractérise les domaines triangulaires du
plan. En outre, sous certaines conditions géoḿetriques, nouśetablissons une majoration
de cette aire dont nous montrons qu’elle doit dépendre du convexe.

INTRODUCTION

Le concept de simplexe idéal joue un r̂ole important dans l’́etude des
variét́es riemanniennes̀a courbure ńegative. Par exemple, J. Barge etÉ. Ghys
obtiennent la caractérisation suivante de la géoḿetrie hyperbolique plane
comme conśequence de leur résultat sur la cohomologie bornée (voir [BG88],
p. 511) :

THÉORÈME 1. Soit g une ḿetrique riemannienne de courbure négative
ou nulle sur une surface S compacte, connexe et orientable.
Si les triangles id́eaux du rev̂etement universel de S ont tous la même aire,
alors (S, g) est de courbure constante.

Signalons que pour une surface riemannienne complète et simplement connexe
à courbure ńegative ou nulle dont tous les triangles idéaux ont une aire finie,
on ne sait toujours pas s’il existe un analogue de ce résultat.

1) Partiellement finanće par le projet euroṕeen ACR OFES nuḿero 00.0349 et la bourse
FNRS 20-65060.01
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Dans la premìere partie du pŕesent travail, nous obtenons une caractérisation
de la ǵeoḿetrie hyperbolique parmi les géoḿetries de Hilbert en terme d’aire
des triangles id́eaux (voir le th́eor̀eme 2 ci-dessous). Cette caractérisation peut
être consid́eŕee comme une ǵeńeralisation du th́eor̀eme pŕećedent dans un
cadre quelque peu différent. Puis nouśetudions les problèmes de minoration
et majoration de l’aire des triangles idéaux.

b

p

q

C

a

FIGURE 1

Distance de Hilbert

Avant d’énoncer pŕeciśement nos ŕesultats, rappelons qu’une géoḿetrie de
Hilbert (C, dC) est la donńee d’un ouvert non vide, convexe et borné C de Rn

— que nous appeleronsdomaine convexe— muni de la distance de Hilbert
dC définie de la manìere suivante : pour tous points distinctsp et q dansC ,
la droite passant parp et q rencontre le bord∂C de C en deux pointsa et
b tels quep soit entrea et q et q soit entrep et b (figure 1). On d́efinit
alors

dC(p, q) =
1
2

ln[a, p, q, b],

où [a, p, q, b] est le birapport de (a, p, q, b) , c’est-̀a-dire

[a, p, q, b] =
‖q− a‖
‖p− a‖

× ‖p− b‖
‖q− b‖

> 1,

en d́esignant par‖ · ‖ la norme euclidienne canonique surRn . On pose
égalementdC(p, p) = 0 (voir [Hil71], appendice I).
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Remarquons tout de suite que siC et C′ sont deux domaines convexes de
Rn tels que leurs images respectiveŝC et Ĉ′ dans l’espace projectifPn(R)
vérifient Ĉ′ = A(Ĉ) , où A est une homographie dePn(R) — donc conserve le
birapport de quatre points dePn(R)—, alors les ǵeoḿetries de Hilbert (C, dC)
et (C′, dC′ ) sont isoḿetriques.

Dans toute ǵeoḿetrie de Hilbert (C, dC) , le segment de droite reliant deux
points quelconques du convexeC est un segment géod́esique pourdC (au
sens de [BH99], p. 4) et (C, dC) est un espace ḿetrique ǵeod́esique dont la
topologie est celle induite par la topologie canonique deRn . Ceci dit, en
géńeral, le segment reliant deux points n’est pas l’unique géod́esique entre
ceux-ci, cette unicit́e étant ńeanmoins satisfaite lorsque le bord∂C de C
est une hypersurface de classeC2 dans Rn dont la courbure de Gauss est
partout non nulle — on dira alors queC est unconvexe strict. Notons enfin
que cette condition d’être un convexe strict n’est pas nécessaire pour avoir
unicité du segment ǵeod́esique — voir une discussion détaillée de ce point
dans [SM00], § 1.2.2.

Par ailleurs, on peut mettre sur tout domaine convexeC ⊂ Rn une ḿetrique
de FinslerC0 , not́ee FC , en proćedant comme suit : sip ∈ C et v ∈ TpC = Rn

avec v 6= 0, la droite passant parp et dirigée parv coupe∂C en deux points
p+
C et p−C ; on pose alors

FC(p, v) =
1
2
‖v‖
(

1

‖p− p−C ‖
+

1

‖p− p+
C ‖

)
et FC(p, 0) = 0.

Cette ḿetrique de Finsler est liée à la distance de HilbertdC par le fait que

FC(p, v) =
d
dt

∣∣∣
t=0

dC(p, p + tv)

et que

dC(p, q) = inf

{∫ 1

0
FC(σ(t), σ′(t)) dt

∣∣∣ σ ∈ Ω1(C, p, q)

}
,

où

Ω1(C, p, q) =
{
σ : [0, 1] −→ C

∣∣ σ de classeC1 avecσ(0) = p et σ(1) = q
}

.

Grâce à cette ḿetrique de Finsler, on construit une mesure borélienne µC
sur C (qui correspond en fait̀a la mesure de Hausdorff de l’espace métrique
(C, dC) — voir [BBI01], exemple 5.5.13 ) que nous allons expliciter.

Pour chaquep ∈ C , soient BC(p) = {v ∈ Rn | FC(p, v) < 1} la boule
unité ouverte deTpC = Rn pour la normeFC(p, ·) et ωn le volume euclidien
de la boule unit́e ouverte de l’espace euclidien canoniqueRn . En consid́erant
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la fonction (densit́e) h : C −→ R donńee parh(p) = ωn/vol
(
BC(p)

)
, où vol

est la mesure de Lebesgue canonique surRn , on d́efinit µC — que nous
appeleronsmesure de Hilbertsur C — par

µC(A) =
∫

A
h(p)dvol(p)

pour tout boŕelien A de C .

Lorsque C est un ellipsöıde, (C, dC) correspond au modèle projectif (ou
mod̀ele de Klein) de la ǵeoḿetrie hyperbolique, et on peut penser aux
géoḿetries de Hilbert (C, dC) commeà une ǵeńeralisation naturelle de l’espace
hyperbolique. Une question communeà de nombreux travaux récents (voir
[SM00], [SM02], [Ben03], [CV], [KN02] et leurs ŕeférences) est de déterminer
les propríet́es de l’espace hyperbolique dont héritent les ǵeoḿetries de Hilbert
et de trouver des caractérisations de l’espace hyperbolique parmi celles-ci.

Le premier ŕesultat de cet article est l’obtention d’une telle caractérisation
grâce à l’aire de Hilbert des triangles idéaux.À cause de la non unicité des
géod́esiques pourdC entre deux points d’un domaine convexeC ⊂ Rn , un
triangle de (C, dC) ne peutêtre d́efini à l’aide des segments géod́esiques de
dC qui joignent ses sommets. C’est pourquoi nous convenons de définir tout
d’abord un triangleT = abc de Rn comme l’int́erieur de l’enveloppe convexe
affine ouverte de trois points non alignés a, b, c ∈ Rn . Un tel triangle sera
alors un triangle de (C, dC) si ses sommets sont dansC et un triangle id́eal
de (C, dC) si ses sommets sont dans∂C et s’il est inclus dansC .

Dans le cas d’un convexe strict, celaéquivautà la d́efinition usuelle d’un
triangle id́eal d’un espace ḿetrique uniquement ǵeod́esique, en particulier de
l’espace hyperboliqueHn dans lequel il est connu que tous les triangles idéaux
sont isoḿetriques avec une aire (hyperbolique) communeégaleà π . En fait,
nous allons montrer que cette propriét́e de l’aire caract́erise Hn parmi les
géoḿetries de Hilbert deRn :

THÉORÈME 2. Étant donńe une ǵeoḿetrie de Hilbert(C, dC) avecC ⊂ Rn ,
on a :

(i) Tous les triangles id́eaux de (C, dC) sont d’aire constante si, et
seulement si,C est un ellipsöıde — auquel cas cette aire constante
vaut π .

(ii) Si C n’est pas un ellipsöıde, il existe des triangles idéaux de(C, dC)
d’aire strictement plus grande queπ et d’autres d’aire strictement plus
petite queπ .
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REMARQUE. Ici, et dans toute la suite de ce travail, l’aire d’un triangle
(idéal ou non) de (C, dC) est son aire pour la mesure de Hilbert de (C∩P, dC∩P) ,
où P est l’unique plan vectoriel deRn contenant le triangle.

La démonstration du th́eor̀eme 2, donńee dans la première partie de cet
article, est simple et purement géoḿetrique.

Dans la seconde partie, nous obtenons une minoration uniforme de l’aire
des triangles id́eaux avec caractérisation du cas d’égalit́e :

THÉORÈME 3. Étant donńe une ǵeoḿetrie de Hilbert(C, dC) avecC ⊂ Rn ,
on a :

(i) L’aire de tout triangle id́eal de (C, dC) est au moinśegale à π3/24.

(ii) Si n= 2 et s’il existe un triangle id́eal de (C, dC) d’aire égal à π3/24,
alors C est un domaine triangulaire.

Remarquons que le cas d’égalit́e caract́erise bien la ǵeoḿetrie deC , puisque
tous les domaines triangulaires du plan munis de leurs géoḿetries de Hilbert
sont isoḿetriques.

Enfin, dans la troisième partie, nous montrons que la recherche d’une
majoration de l’aire des triangles idéaux donne lieùa une situation diff́erente
et plus contrastée. En effet, le corollaire 6.2 ci-dessous fournit des géoḿetries
de Hilbert qui poss̀edent des triangles idéaux d’aire infinie, de sorte qu’il
est illusoire de chercher un majorant de l’aire des triangles idéaux commun
à toutes les ǵeoḿetries de Hilbertà l’instar du th́eor̀eme 3. L’exemple 11
montre également que cette impossibilité persiste m̂eme en se restreignantà
l’ensemble des convexes stricts deRn .

Cependant, lorsqu’on considère un convexe strictfixé C de Rn , nous
prouvons qu’il existe ńeanmoins un majorant (dépendant deC ) de l’aire de
tous les triangles id́eaux de (C, dC) :

THÉORÈME 4. Soit C un convexe strict,i.e. un convexe deRn ayant
pour bord ∂C une hypersurface de classe C2 dont la courbure de Gauss est
partout non nulle. Alors il existe une constanteα = α(C) > 0 telle que tout
triangle idéal de (C, dC) a une aire au pluśegale à α .
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1 PRÉLIMINAIRES

1.1 QUELQUES PROPRÍETÉS ÉLÉMENTAIRES

Nous d́ebutons par une liste de faits simples et géńeraux dont nous ferons
abondamment usage.

B

p+
A

p+
B

p−B

A

p

p−A

v

FIGURE 2

Comparaison des distances et mesures de Hilbert de deux domaines convexes emboı̂tés

PROPOSITION 5. Soient (A, dA) et (B, dB) des ǵeoḿetries de Hilbert
telles queA ⊂ B ⊂ Rn . Alors :

(i) Les ḿetriques de Finsler FA et FB vérifient FB(p, v) 6 FA(p, v) pour
tous p∈ A et v ∈ Rn non nul, l’égalit́e ayant lieu si, et seulement si,
p−A = p−B et p+A = p+

B (figure 2).

(ii) Pour tous p, q ∈ A , on a dB(p, q) 6 dA(p, q) .

(iii) Pour tout p∈ A , on a vol(BA(p)) 6 vol(BB(p)) , avec égalit́e si, et
seulement si,A = B .

(iv) Pour tout boŕelien A deA , on a µB(A) 6 µA(A) , avecégalit́e si, et
seulement si,A = B .

Démonstration.
Il suffit de prouver l’assertion (i) qui implique toutes les autres propriét́es.

Or, elle d́ecoule directement du fait que pour tousp ∈ A et v ∈ Rn , v 6= 0,
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on a
‖p− p+

A‖ 6 ‖p− p+
B‖ et ‖p− p−A‖ 6 ‖p− p−B‖,

l’ égalit́e ayant lieu si, et seulement si,p−A = p−B et p+
A = p+

B .

Grâceà cette proposition, on va pouvoir estimer la mesure de Hilbert d’un
domaine convexe du plan inclus dans un domaine carré, ce dernier pŕesentant
l’avantage d’̂etre suffisamment simple pour permettre des calculs effectifs.

1.2 ESTIMATION DE L’AIRE PAR COMPARAISON AVEC LE DOMAINE CARŔE

L’estimation de l’aire de Hilbert d’un convexe deR2 revient à estimer le
volume euclidien de la boule unité ouverte pour la ḿetrique de Finsler en
chaque point du convexe. Lorsque le convexe est un carré, on obtient :

PROPOSITION6. Soit le domaine carŕe S = {(x, y) ∈ R2 | |x| < 1 et |y| <
1} . Alors pour tout p= (x, y) ∈ S , on a

2(1− x2)(1− y2) 6 vol(BS (p)) 6 4(1− x2)(1− y2),

où BS (p) est la boule unit́e ouverte de TpS= R2 pour la norme FS(p, ·) .

Démonstration.
Étant donńe p ∈ S , la preuve consistèa vérifier que la bouleBS (p) est

d’une part incluse dans un rectangleR dont les ĉotés sont parallèlles à ceux
du carŕe S , et d’autre part contient un losange dont les sommets sont les
points de contact entreR et BS (p) .

PuisqueS est syḿetrique par rapport aux axes de coordonnées, il suffit
de se restreindrèa p ∈ [0, 1[×[0, 1[.

• Soit v = (a, b) ∈ R2 non nul tel que|a| 6 1
2(1− x) et b > 0, de sorte

que la demi-droitep + R−v (resp. p + R+v ) coupe ∂S sur la droite
d’équation y = −1 (resp. y = 1) en un pointp−S (resp. p+

S ). Il résulte
alors du th́eor̀eme de Thal̀es que

b
1 + y

=
‖v‖∥∥p− p−S

∥∥ et
b

1− y
=

‖v‖∥∥p− p+
S
∥∥ ,

d’où

FS (p, v) =
1
2

(
b

1 + y
+

b
1− y

)
=

b
1− y2

,

ce qui donne l’implicationv ∈ BS (p) =⇒ b < 1− y2 .
Ainsi, BS (p) étant syḿetrique par rapport̀a 0, on a
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BS (p) ∩
{[
−1

2
(1− x),

1
2

(1− x)
]
× R

}
⊂ R× [−(1− y2), (1− y2)]

et par suite
BS (p) ⊂ R× [−(1− y2), (1− y2)]

puisqueBS (p) est convexe.
De la m̂eme façon, on montre que

BS (p) ⊂ [−(1− x2), (1− x2)] × R.

Par conśequent, on obtient

BS (p) ⊂ [−(1− x2), (1− x2)] × [−(1− y2), (1− y2)],

ce qui entrâıne la deuxìeme ińegalit́e de la proposition 6.
• On remarque par ailleurs que les points (1− x2, 0) et (0, 1− y2) sont

dans l’adh́erence deBS (p) , qui est convexe et syḿetrique par rapport̀a 0,
d’où il résulte que l’enveloppe convexe des points (1− x2, 0), (0, 1− y2) ,
−(1−x2, 0) et −(0, 1−y2) est dansBS (p) . Comme le volume euclidien de
cette enveloppe convexe — qui est un losange — estégalà 2(1−x2)(1−y2) ,
on en d́eduit la premìere ińegalit́e de la proposition 6.

REMARQUE. À titre indicatif, on peut aiśement voir que la bouleBS (p)
est un octogone lorsquep n’est pas sur les diagonales deS , sinon BS (p) est
un hexagone sip 6= 0 et un carŕe si p = 0.

De cette estimation, nous pouvons alors tirer deux conséquences utiles
concernant l’aire de Hilbert des triangles idéaux.

COROLLAIRE 6.1. Soient C un domaine convexe du plan tel que∂C
contient un segment ouvert]a, b[ et p∈ C . Pour chaque t∈ ]0, 1[ , notons
ma(t) = (1− t)p+ ta et mb(t) = (1− t)p+ tb. Alors, pour0 < s < t , si A(t, s)
désigne l’enveloppe convexe des points ma(t) , ma(s) , mb(t) et mb(s) , on a
lim
t→1

µC
(
A(t, s)

)
= +∞ lorsque s est fix́e.

Démonstration.
Après transformation affine, on se ramène au cas òu p = 0 et C est inclus

dans le carŕe S de la proposition 6 aveca = (−x0, 1) et b = (x0, 1) pour un
certain x0 ∈ ]0, 1[ (figure 3).
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p = 0

baS

mb(s)ma(s)

ma(t) mb(t)

FIGURE 3

Cas d’un convexe dont le bord contient un segment

Alors, pout tous s, t ∈ ]0, 1[ tels que s 6 t , le rectangle de sommets
ma(s) = (−sx0, s) , mb(s) = (sx0, s) , ma(t) = (−sx0, t) et mb(t) = (sx0, t) est
inclus dansA(s, t) , d’où il résulte que

µS (A(s, t)) > 2
∫ sx0

0

(∫ t

s

π

vol
(
BS (x, y)

) dy

)
dx.

Mais, d’apr̀es la proposition 6, on a vol(BS (x, y)) 6 4(1− x2)(1− y2) pour
tout p = (x, y) ∈ S , ce qui entrâıne que

µS (A(s, t)) >
π

2
×
(∫ sx0

0

dx
1− x2

)
×
(∫ t

s

dy
1− y2

)
,

c’est-̀a-dire,

µS (A(s, t)) >
π

2
×Argth(sx0)×

[
Argth(t)− Argth(s)

]
.

Par conśequent, en fixants, on obtient lim
t→1

µS
(
A(s, t)

)
= +∞ .

Comme C ⊂ S , on a finalement lim
t→1

µC
(
A(s, t)

)
= +∞ d’apr̀es la

proposition 5 (iv).

COROLLAIRE 6.2. SoientC un domaine convexe du plan etω ∈ ∂C tels
qu’il existe deux droites d’appui distinctes deC en ω .

Alors, pour tous points distincts p, q ∈ C , on a µC(pωq) = +∞ , où pωq
est le triangle de sommets p, q etω .

Démonstration.
On va montrer que tout triangle deC dont un sommet est un « coin » de

C peut être penśe comme une demi-bande affine ouverte du plan.



10 B. COLBOIS, C. VERNICOS ET P. VEROVIC

Par transformation affine, on se ramène au cas òu C est inclus dans le
carŕe S de la proposition 6 avecω = (1, 1) et les droites (ωp) et (ωq)
symétriques l’une de l’autre dans la réflexion par rapport̀a la droite (0ω) et
tel que p0, q0 ∈ C , où p0 et q0 sont respectivement les points d’intersection
de la droite d’́equationx + y = 1 avec (ωp) et (ωq) .

ω

ω0

p0

q0

0

e2

e1

FIGURE 4

Cas d’un convexe possédant un « coin »

En notant e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) et ω0 = (1/2, 1/2), il existe donc
t0 ∈ ]0, 1[ tel que p0 = (1− t0)ω0 + t0e1 et q0 = (1− t0)ω0 + t0e2 .

Consid́erons alors∆ = {(x, y) ∈ R2 | x + y > 1 et y < x < 1} ⊂ S et le
C∞ -diff éomorphismef : ∆ −→ R∗

+ × R∗
+ défini par

f (x, y) = (X, Y) = (Argth(t), Argth(s)),

où t, s∈ ]0, 1[ sont tels que (x, y) = (1− s)[(1− t)ω0 + te1] + sω .
L’image par f du triangleω0ωp0 ⊂ ∆ est ainsi la bande ]0, Argth(t0)[×R∗

+

dont on va montrer que l’aire euclidienne usuelle — qui est infinie — est
plus petite que l’aire deω0ωp0 pour la mesure de HilbertµS .

Un calcul simple donne

t =
y− x

y + x− 2
et s = x + y− 1,

ce qui entrâıne que le jacobien def en (x, y) ∈ ∆ vaut

Jac(f )(x, y) =
1

2(x + y)(1− x)(1− y)
.

En vertu de la deuxième ińegalit́e de la proposition 6 et du fait que

(1 + x)(1 + y) 6 3(x + y) pour tout (x, y) ∈ ∆,
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il en résulte que

+∞ =
∫

]0,Argth(t0)[×R∗+

dXdY =∫
ω0ωp0

dxdy
2(x + y)(1− x)(1− y)

6
6
π

µS(ω0ωp0)

D’autre part, puisqueµS(ω0ωp0) 6 µS(q0ωp0) et que µS((qωp)\(q0ωp0))
est finie — la partie (qωp)\(q0ωp0) étant compacte —, on en déduit que
µS(qωp) = +∞ .

Enfin, comme C ⊂ S , la proposition 5 (iv) ach̀eve la preuve du
corollaire 6.2.

2 CARACTÉRISATION DE LA GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE PAR L’AIRE DE

HILBERT DES TRIANGLES ID́EAUX

En pŕeliminaire à la d́emonstration du th́eor̀eme 2, rappelons le théor̀eme
suivant qui est un ŕesultat classique de géoḿetrie convexe que nouśenonçons
en dimension deux et dont la preuve se trouve dans [Joh48] ou [Lev97],
Lecture 3, Theorem 3.1, p. 13–19.

THÉORÈME 7 (Ellipse de John). Soit C un domaine convexe du plan.
Il contient une unique ellipse ouverte d’aire euclidienne maximale, l’ellipse

de John deC , dont le bord a au moins trois points de contact avec∂C .
Par dualit́e, C est aussi inclus dans une unique ellipse ouverte d’aire

euclidienne minimale dont le bord a au moins trois points de contact avec
∂C .

Nous allons maintenant donner la preuve du théor̀eme 2 qui indique
comment l’aire de Hilbert des triangles idéaux permet de caractériser l’espace
hyperboliqueHn parmi toutes les ǵeoḿetries de Hilbert deRn .

Démonstration du th́eor̀eme 2.
Commençons par faire la preuve lorsqueC ⊂ R2 .
Si C est une ellipse, l’espace métrique (C, dC) est isoḿetrique au mod̀ele

projectif de Klein du plan hyperbolique (voir par exemple [BP92], p. 2) qui
a tous ses triangles idéaux d’aireégaleà π .

Si C est n’est pas une ellipse, soitEi l’unique ellipse ouverte d’aire
euclidienne maximale incluse dans le convexeC — donńee par le th́eor̀eme
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7 et appeĺee ellipse de John deC . L’ellipse Ei ayant au moins trois points
de contact avec∂C , on peut consid́erer le triangleTi dont les sommets sont
ces trois points (figure 5).

Ei Ti

C

FIGURE 5

Ellipse de John

Pour la ǵeoḿetrie de Hilbert associée à l’ellipse de JohnEi , le triangle
Ti est id́eal et d’aire égale à µEi (Ti) = π . Par conśequent, commeEi est
strictement incluse dansC , on a µC(Ti) < π en vertu de la proposition 5 (iv).

D’autre part, consid́erons l’unique ellipse ouverteEe d’aire euclidienne
minimale contenantC (duale deEi ). D’après le th́eor̀eme 7, son bord possède
également au moins trois points en commun avec celui deC , ce qui d́efinit
un triangle Te.

(i) Si Te est un triangle id́eal de (C, dC) , alorsµC(Te) > π puisqueEe contient
strictementC .

(ii) Si Te n’est pas un triangle id́eal de (C, dC) , alors l’un des ĉotés du
triangle Te est inclus dans∂C , ce qui implique que l’on peut obtenir un
triangle id́eal de (C, dC) dont l’aire est arbitrairement grande en vertu du
corollaire 6.1.
Enfin, dans le cas òu C ⊂ Rn , on fait ce qui pŕec̀ede dans chaque
intersection deC avec un plan vectoriel deRn , sachant queC est un
ellipsöıde si, et seulement si, chacune de ces intersections est une ellipse.
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3 BORNES SUR L’AIRE DES TRIANGLES ID́EAUX EN GÉOMÉTRIE DE HILBERT

Nous sommes̀a pŕesent naturellement amenés à nous demander si l’aire
des triangles id́eaux d’une ǵeoḿetrie de Hilbert est contrôlée.

3.1 DU CÔTÉ DE LA MINORATION

En ce qui concerne la minoration de l’aire des triangles idéaux, nous avons
le résultat globalénonće au th́eor̀eme 3 qui est valable pour n’importe quel
domaine convexe deRn . Pour d́emontrer ceci, on váetudier au pŕealable le
cas particulier òu le domaine convexe est un triangle deR2 .

LEMME 8. Soit ∆ un domaine convexe triangulaire du plan.

Alors tous les triangles id́eaux de(∆, d∆) ont une aire au moinśegaleà
π3/24 et seul,à isométrie pr̀es, le triangle id́eal de sommets les milieux des
côtés de∆ a une aireégale à ce minimum.

Ce lemmeétant assez technique, nous ne donnerons que lesétapes de sa
preuve, renvoyant̀a l’annexe A.1 pour les d́etails. Mais auparavant, montrons
comment ce lemme implique le théor̀eme 3.

Démonstration du th́eor̀eme 3à l’aide du lemme 8.

Consid́erons d’abord le cas où C ⊂ R2 .
Soient T = abc un triangle id́eal de (C, dC) et Da , Db , Dc des droites

d’appui du convexeC en a, b et c respectivement.
D’un point de vue projectif, il s’agit d’une m̂eme et unique situation.

Cependant, d’un point de vue affine — celui que nous avons suivi jusqu’ici
—, trois cas se présentent :

(i) Si Da , Db et Dc définissent un domaine convexe triangulaire∆ qui
contient C , alors on obtient le point (i) du théor̀eme 3 en appliquant la
proposition 5 (iv) (avecA = C et B = ∆ ) et le lemme 8. En outre, si
C est strictement inclus dans∆ , alors µC(T) > µ∆(T) > π3/24 d’apr̀es
la proposition 5, d’òu µC(T) > π3/24, ce qui donne le point (ii) du
théor̀eme 3 en contraposant.

(ii) Si Da et Db sont parall̀eles, on plonge le plan affine contenant le convexe
C dans son complét́e projectif (voir par exemple [Ber77], § 5.1) identifié
naturellement̀a P2(R) , dans lequel les deux droitesDa et Db se coupent.
En consid́erant alors une droiteD qui est l’image par le plongement
d’une parall̀ele à Dc contenue dans le demi-plan détermińe par Dc et ne
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contenant pasC , on est rameńe au point (i) dans le nouveau plan affine
P2(R)\D .

(iii) Si Da , Db et Dc définissent un domaine convexe triangulaire qui ne
contient pasC , on peut supposer que le triangle en question est dans
le demi-plan d́etermińe par Da et ne contenant pasC . Dans ce cas, on
plonge le plan affine contenantC dans P2(R) . En consid́erant alors une
droite D image par le plongement d’une droite parallèle à Da contenue
dans le demi-plan d́etermińe par Da , ne contenant pasC et qui rencontre
le domaine triangulaire, on est ramené au point (i) dans le nouveau plan
affine P2(R)\D .
Enfin, dans le cas òu C ⊂ Rn , on applique ce qui préc̀ede à chaque
intersection deC avec un plan vectoriel deRn .

Démonstration du lemme 8.
Partant d’un domaine triangulaire∆ = mpq⊂ R2 et d’un triangle id́eal

T = abc de (∆, d∆) , la preuve va se faire en troiśetapes.
Étape 1 : Elle se ŕesume au lemme suivant, dont la preuve est en annexe A.1.

LEMME 9. Soit ∆0 le domaine triangulaire de sommets0, e1 et e2 , où
(e1, e2) est la base canonique deR2 . Pour chaqueα ∈ ]0, 1/2] , notons T(α)
le triangle id́eal de (∆0, d∆0) dont les sommets sont

a(α) = (α, 1− α), b(α) = (0, 1− α) et c(α) = (α, 0).

Alors il existe α ∈ ]0, 1/2] et une transformation affine deR2 qui envoit
simultańement le domaine∆ sur le domaine∆0 et le triangle id́eal T de
(∆, d∆) sur le triangle id́eal T(α) de (∆0, d∆0) .

Étape 2 : Sachant que pour chaquep = (x, y) ∈ ∆0 , la boule unit́e ouverte
B∆0(p) de Tp∆0 = R2 pour la normeF∆0(p, ·) est un hexagone décrit dans
[dlH93], p. 106–107, le calcul de la mesure de Hilbertµ∆0 (que nous ne
détaillerons pas) nous donne

dµ∆0( p) =
π

12
× dxdy

xy(1− x− y)
.

L’applicationA : ]0, 1/2] −→ R définie parA(α) = µ∆0(T(α)) est strictement
décroissante de sorte que son minimum est atteint enα = 1/2 seulement, ce
qui correspond au triangle idéal T(1/2) de (∆0, d∆0) dont les sommets sont
les milieux des ĉotés de∆0 — voir les calculs dans l’annexe A.2.
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Étape 3 : Montrons que l’aire de Hilbert deT(1/2) est égaleà π3/24.
D’après l’annexe A.2, cela revient̀a calculer

F(0) = −2
∫ 1

0

ln(1− x)
x

dx + 2
∫ 1

0

ln(1 + x)
x

dx

puisqueA(1/2) = π
12F(0) .

Pour d́eterminer le premier terme, on développe en śerie entìere par rapport
à ε ∈ ]0, 1[ la quantit́e

F1(ε) =
∫ 1−ε

0

dx
x

ln
( 1

1− x

)
=

∫ 1−ε

0

dx
x

+∞∑
k=1

xk

k

=
+∞∑
k=1

1
k2

(1− ε)k.

En faisant ε → 0, le th́eor̀eme de convergence dominée de Lebesgue nous
permet alors d’obtenirF1(0) = π2/6.

Pour évaluer le second terme deF(0) , on introduit la fonction

F2(ε) =
∫ 1−ε

0

dx
x

ln(1 + x)

définie pourε ∈ ]0, 1[ et qui, également̀a l’aide d’un d́eveloppement en série
entìere, fournit

F2(0) = −
+∞∑
k=1

(−1)k

k2
.

En remarquant alors queF1(0)−F2(0) = 1
2F1(0) , on obtientF2(0) = π2/12

et par suiteF(0) = 2F1(0)+ 2F2(0) = π2/2. Finalement, l’aire de Hilbert de
T(1/2) vaut A(1/2) = π

12 ×
π2

2 = π3

24 .

3.2 DU CÔTÉ DE LA MAJORATION

Pour ce qui est de la majoration de l’aire des triangles idéaux, remarquons
tout d’abord qu’il existe des ǵeoḿetries de Hilbert planes dans lesquelles on
peut trouver des triangles idéaux d’aire aussi grande que l’on veut, et même
d’aire infinie, comme le montrent les corollaires 6.1 et 6.2 de la première
partie.

Néanmoins, avec quelques hypothèses de ŕegularit́e, on évite les triangles
idéaux d’aire infinie :
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PROPOSITION10. Soit C un domaine convexe deRn dont le bord est une
hypersurface de classe C2 . Alors tout triangle id́eal de (C, dC) a une aire
finie.

Démonstration.

Consid́erons d’abord le cas où C ⊂ R2 .

Soit T = abc un triangle id́eal de (C, dC) dont on oriente les sommets
dans le sens trigonoḿetrique.
Comme∂C est de classeC2 , il existe r > 0 et des disques ouverts euclidiens
D(a) , D(b) et D(c) de rayon r tangents au bord deC en a, b et c
respectivement et inclus dansC . En consid́erant le sommeta, désignons
par a′ et a′′ les points d’intersection du bord deD(a) avec les segments
]a, b[ et ]a, c[ respectivement. Ainsi le triangleaa′a′′ a ses sommets orientés
dans le sens trigonoḿetrique et a∂D(a) pour cercle euclidien circonscrit. En
proćedant de m̂eme avec les sommetsb et c, on obtient les trianglesbb′b′′

et cc′c′′ .

c

∂C

a

b

c′
c′′

b′′

b′

a′′

a′

D(c)

D(b)

D(a)

FIGURE 6

L’aire des triangles id́eaux est finie d̀es que∂C est C2

L’adhérence du complémentaire de la réunion des trianglesaa′a′′ , bb′b′′

et cc′c′′ dans T = abc est alors un compact inclus dansC , donc d’aire de
Hilbert finie. En outre, commeaa′a′′ est un triangle id́eal de (D(a), dD(a)) , on
a µD(a)(aa′a′′) = π (géoḿetrie hyperbolique plane) et par suiteµC(aa′a′′) 6 π

en vertu de la proposition 5 (iv). Comme il en est de même avecbb′b′′ et
cc′c′′ , la proposition 10 en d́ecoule lorsqueC ⊂ R2 .
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Dans le cas òu C ⊂ Rn , on fait ce qui pŕec̀ede dans chaque intersection
de C avec un plan vectoriel deRn .

Comme on l’a d́ejà vu au corollaire 6.1, d̀es qu’un domaine convexeC
du plan a un bord — m̂eme de classeC2 — qui contient un segment ouvert,
alors l’aire des triangles id́eaux de (C, dC) peut être arbitrairement grande. En
revanche, lorsqueC est un convexe strict, nous montrons que ceci ne peut
pas se produire :

THÉORÈME 4. Soit C un convexe strict deRn , i.e. un convexe deRn

ayant pour bord ∂C une hypersurface de classe C2 dont la courbure de
Gauss est partout non nulle. Alors il existe une constanteα = α(C) > 0 telle
que tout triangle id́eal de (C, dC) a une aire au pluśegale à α .

Avant de donner la preuve de ce théor̀eme, notons cependant que la
constante α(C) n’admet pas de majoration uniforme enC , même dans
l’ensemble des convexes stricts du plan, comme le montre l’exemple suivant.

EXEMPLE 11. Consid́erons le carŕe S = {(x, y) ∈ R2 | |x| < 1 et |y| < 1}
ainsi que son homothétique tS avec t ∈ ]1/2, 1[ arbitraire. Si C est un
convexe du plan tel quetS ⊂ C ⊂ S , désignons paraC , bC et cC les points
d’intersection de∂C avec les segments fermés joignant 0à a = (−1, 1),
b = (1, 1) et c = (0,−1) respectivement (figure 7).

Alors TC = aCbCcC est un triangle id́eal de C qui contient la partie
A(1/2, t) définie au corollaire 6.1 avecp = 0 et s = 1/2. Le m̂eme
corollaire affirmant que limt→1 µS

(
A(1/2, t)

)
= +∞ , il en résulte que

limt→1 µC
(
A(t)
)

= +∞ et par suite, pour tout entiern > 0, il existe t ∈ ]0, 1[
tel que tout domaine convexeC du plan avectS ⊂ C ⊂ S (qu’il soit strict
ou pas) v́erifie µS (TC) > n.

Afin de d́emontrer le th́eor̀eme 4, pour lequel on se ramène au cas òu
C ⊂ R2 par intersection avec des plans vectoriels deRn , nous allons utiliser
la distance euclidienne canoniqued sur R2 et écrire C comme la ŕeunion
du compactKδ = {p ∈ C | d(p, ∂C) > δ} — où la constanteδ = δ(C) > 0
sera pŕeciśee ult́erieurement — et de son complémentaireVδ = C\Kδ . Pour
majorer l’aire d’un triangle id́eal quelconqueT de (C, dC) , il suffira alors de
majorer l’aire de la partie du triangleT hors du compactKδ , c’est-̀a-dire
T ∩ Vδ . Pour cela, nous allons inclureT ∩ Vδ dans la ŕeunion d’un certain
nombre N = N(C) > 0 de triangles, chacun d’eux́etant contenu dans un
disque ouvert inclus dansC .
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a b

c

0

aC

cC

bC

S

tS

TC
C

FIGURE 7

L’aire des triangles id́eaux ne peut̂etre majoŕee uniforḿement enC

La proposition 5 (iv) permet alors de majorer l’aire deT∩Vδ par Nπ en
comparaison avec la géoḿetrie du plan hyperbolique (qui est, rappelons-le, la
géoḿetrie de Hilbert d’un disque ouvert).

Finalement, on auraµC(T) 6 Nπ + µC(Kδ) .
La preuve de ce résultat reposera sur plusieurs lemmes techniques

démontŕes dans l’annexe B.
Tout d’abord, le fait queC soit un convexe strict assure l’existence de

deux constantesr > 0 et R > 0 telles que le cercle de rayon 2r roule à
l’int érieur de C et que ∂C roule à l’intérieur du disque ferḿe de rayonR
(voir [Bla16] et [CV], p. 3). Cela va nous permettre de ramener une partie de
la preuve du th́eor̀eme 4à des consid́erations sur les cordes de deux cercles
euclidiens embôıtés et tangents données au lemme B.1.

Puis, à l’aide du lemme 12 ci-dessous, onétudiera les cordes de∂C
(c’est-̀a-dire les segments fermés reliants deux points distincts de∂C ) en les
comparant aux cordes des cercles euclidiens de rayonr (resp. R) tangents
intérieurement (resp. extérieurement)̀a C . Lors de la preuve du théor̀eme 4,
ces cordes seront les côtés des triangles id́eaux de (C, dC) et la constante
δ = δ(C) ne d́ependra que der et R.

Dans la suite, pour toust > 0 et ω ∈ ∂C , on d́esignera parΓt(ω) le
cercle de rayont tangentà ∂C en ω et inclus dans le demi-plan fermé de
R2 contenantω dans son bord et dans lequel se trouveC . Aussi, le disque
ouvert correspondant sera noté Dt(ω) .
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LEMME 12. Soit C un convexe strict du plan. Pour tous points distincts
a et b de∂C , on a :

(i) Il existe un unique point d’intersection a′ entre ]a, b[ et Γr (a) .

(ii) La distance euclidienne de a′ au bord deC est minoŕee en fonction de
d(a, b) , r et R uniquement :

d(a′, ∂C) >
r

4R2
d(a, b)2.

Les preuves de ce lemme et du lemme B.1 qui l’implique, seront données
dans l’annexe B, tout comme le résultat suivant, qui fournit la clé du
théor̀eme 4 :

LEMME 13. Soient C un convexe strict du plan ainsi que a et b deux
points distincts de∂C tels que d(a, b) 6 r . Alors, l’unique rectangle ouvert
S(a, b) de base le segment]a, b[ et de hauteur r inclus dansC vérifie

µC(S(a, b)) 6 2πE

(
2R
r

)
.

À partir de maintenant, posonsδ = r3

4R2 et introduisons

Vδ = {p ∈ C | d(p, ∂C) < δ}

dont le compĺementaireKδ = C\Vδ est compact, donc d’aireµC(Kδ) finie.

Quitte à diminuer r et/ou augmenterR, on peut supposer queδ est
suffisamment petit pour queKδ soit convexe en utilisant l’exponentielle
normale de la sous-variét́e ∂C de R2 muni de sa ḿetrique riemannienne
canonique (voir [CV], p. 5)

Démonstration du th́eor̀eme 4. Soit T = abc un triangle id́eal de (C, dC)
dont on oriente les sommets dans le sens trigonométrique.

On va traiter trois cas selon que la longueur euclidienne des côtés du
triangle T est ou non inf́erieureà r .

Cas 1 : d(a, b) > r , d(b, c) > r et d(a, c) > r (figure 8).

En consid́erant le sommet a, désignons par a′ et a′′ les points
d’intersection du cercleΓr (a) avec les segments ]a, b[ et ]a, c[ respectivement.
Ainsi le triangle aa′a′′ a ses sommets orientés dans le sens trigonométrique
et a Γr (a) pour cercle euclidien circonscrit. En procédant de m̂eme avec les
sommetsb et c, on obtient les trianglesbb′b′′ et cc′c′′ .
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c

∂C

a

b

Kδ

c′
c′′

b′′

b′

a′′

a′

Γr(c)

Γr(b)

Γr(a)

FIGURE 8

Premier cas

D’après le lemme 12 (ii), on a icid(a′, ∂C) > δ et d(a′′, ∂C) > δ , d’où
a′, a′′ ∈ Kδ et par suite [a′, a′′] ⊂ Kδ puisqueKδ est convexe. De m̂eme, on
a [b′, b′′] ⊂ Kδ et [c′, c′′] ⊂ Kδ .

Cela entrâıne queT∩Vδ est contenu dans la réunion des trianglesaa′a′′ ,
bb′b′′ et cc′c′′ , chacun d’eux́etant d’aire majoŕe par π en comparaison avec
la géoḿetrie hyperbolique associée aux disques ouvertsDr (a) , Dr (b) et Dr (c) .
On en d́eduit donc queµC(T) 6 3π + µC(Kδ) .

Cas 2 : d(a, b) 6 r et d(b, c) 6 r .

Soit m le projet́e orthogonal du pointb sur la droite (ac) . Rappelons
que S(a, b) désigne le rectangle de base [a, b] et de hauteurr donńe par le
lemme 13.

• Supposons quem appartienne au segment [a, c] (figure 9).
Puisque le triangleabm est rectangle enm, on a d(m, b) 6 d(a, b) . Si
p est le projet́e orthogonal dem sur la droite (a, b) , on a de m̂eme
d(m, p) 6 d(m, b) et par suited(m, p) 6 d(a, b) 6 r . Comme en outre
p ∈ [a, b] , il en résulte quem appartient au rectangle fermé S(a, b) .
Le même raisonnement avec le trianglebcm montre quem appartient
également au rectangle fermé S(b, c) , ce qui entrâıne que les trianglesabm
et bcm sont inclus respectivement dans les convexesS(a, b) et S(b, c) . Or
abm∪bcm= abc puisquem∈ [a, c] , d’où T = abc⊂ S(a, b)∪S(b, c) . On
en d́eduit ainsi queµC(T) 6 µC(S(a, b)) + µC(S(b, c)) et par conśequent
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b

a

c

∂CS(a, b)

S(b, c)

p
q

m

FIGURE 9

Cas m∈ [a, c]

µC(T) 6 4πE
(

2R
r

)
d’apr̀es le lemme 13.

• Supposons quea appartienne au segment [m, c] (figure 10).

a

c b

∂C

m

FIGURE 10

Cas a ∈ [m, c]

Alors d(a, c) 6 d(m, c) , ce qui avecd(m, c) 6 d(b, c) (le triangle bcm
étant rectangle enm) conduit à d(a, c) 6 d(b, c) 6 r . En outre, on a ici
que, en notant̂a l’angle au sommeta du triangle abc, â > π/2 et par
suite le projet́e orthogonal dea sur la droite (bc) est dans le segment
[b, c] , ce qui permet de conclure comme dans le point préćedent.

• Supposons quec appartienne au segment [a, m] .
On applique alors le point préćedent enéchangeant les rôles dea et c.
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Cas 3 : d(a, b) 6 r , d(b, c) > r et d(a, c) > r .

C’est la situation la plus d́elicate à traiter. Tout comme dans le premier
cas, d́esignons parc′ et c′′ les points d’intersection du cercleΓr (c) avec les
segments ]a, c[ et ]b, c[ respectivement.

Dans ce qui suit,̂(a) et (̂b) sont les angles ena et b du triangle abc.

• Supposonŝa 6 π/2 et b̂ 6 π/2 (figure 11).
Soient p et q les sommets du rectangleS(a, b) autres quea et b tels
que p− q = a− b. D’après le lemme B.2, la distance euclidienne dep
au centre du cercleΓr (a) est inf́erieure ouégaleà (3/4)r , ce qui montre
que d(p,Γr (a)) > r/4, d’où d(p, ∂C) > r/4 puisque p ∈ Dr (a) ⊂ C
(et donc d(p, ∂C) > d(p,Γr (a)) ). De m̂eme, en consid́erant Γr (p) , on a
d(q, ∂C) > r/4. De r/4 > δ , on d́eduit alors quep et q sont dans le
convexeKδ et par suite [p, q] ⊂ Kδ .
Par ailleurs, commêa 6 π/2 (resp. b̂ 6 π/2), la droite (ac) (resp. (bc) )
coupe le segment [p, q] (parall̀ele à (ab) qui n’est parall̀ele ni à (ac) ,
ni à (bc) ) en un unique pointma (resp. mb ). On a donc l’adh́erence de
T = abc qui est incluse dans la réunion de l’adh́erence du trianglecc′c′′

et des enveloppes convexes de{a, b, ma, mb} et {ma, mb, c′, c′′} .

a

b

c p

q

ma

mb

c′′
Γr(c)

c′

Kδ

∂CS(a, b)

FIGURE 11

Cas â 6 π/2 et b̂ 6 π/2

Comme d’une partma, mb ∈ Kδ et c′, c′′ ∈ Kδ (même raison que dans
le premier cas), l’enveloppe convexe de{ma, mb, c′, c′′} est dansKδ et
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puisque d’autre parta, b, ma, mb appartiennent au rectangle fermé S(a, b)
qui est convexe, l’enveloppe convexe de{a, b, ma, mb} est dansS(a, b) .
Il en résulte que

µC(T) 6 µC

(
S(a, b)

)
+ µC(Kδ) + µC(cc′c′′)

et par conśequent

µC(T) 6 π

(
2E
(2R

r

)
+ 1

)
+ µC(Kδ)

en vertu du lemme 13.
• Supposonsâ > π/2 (le cas b̂ > π/2 se traite de façon similaire)

(figure 12).
Introduisons comme préćedemment les pointsp, q et mb (puisque
b̂ 6 π/2) et soit en outrea′′ le point d’intersection du cercleΓr (a)
avec le segment ]a, c[ .

a
b

c

Γr(a)

Γr(c)c′

c′′

p

qa′′ mb

Kδ

∂C

S(a, b)

FIGURE 12

Cas òu â > π/2

Sachant qued(a, c) > r , on a d(a′′, ∂C) > δ d’apr̀es le lemme B.1 (ii),
d’où a′′ ∈ Kδ . D’autre part, en raisonnant comme au point préćedent, on
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a p, mb, c′, c′′ ∈ Kδ et a, b, p, mb ∈ S(a, b) . Par suite, l’enveloppe convexe
de {p, mb, c′, c′′} et le triangle pa′′c′ sont inclus dansKδ alors que
l’enveloppe convexe de{a, b, p, mb} est dans le rectangle fermé S(a, b) .
Enfin, la convexit́e de Dr (a) et le fait que a, a′′, p ∈ Dr (a) assurent que
le triangle aa"p est inclus dansDr (a) .
Puisque l’adh́erence de T = abc est contenue dans la réunion des
adh́erences des trianglespa′′c′ , aa"p et cc′c′′ ainsi que des enveloppes
convexes de{p, mb, c′, c′′} et {a, b, p, mb} , il s’ensuit que

µC(T) 6 µC
(
S(a, b)

)
+ µC(Kδ) + µC(aa′′p) + µC(cc′c′′),

d’où

µC(T) 6 2π

(
E
(2R

r

)
+ 1

)
+ µC(Kδ)

d’apr̀es le lemme 13.

REMARQUE. Questions ouvertes concernant les majorants.
Pour conclure le présent travail, tentons de donner les hypothèses les plus

faibles que l’on doit imposer̀a un domaine convexe donné C du plan pour
esṕerer obtenir une majoration de l’aire des triangles idéaux de (C, dC) .

(1) D’après le corollaire 6.1, il ne peut y avoir de segment ouvert dans le bord
∂C , ce qui se traduit par le fait queC doit être affinement strictement
convexe, autrement dit que tout segment de droite ouvert entre deux points
de ∂C est contenu dansC .

(2) D’après le corollaire 6.2, il ne peut y avoir de « coin » dansC , c’est-̀a-dire
de point de∂C en lequel C admet deux droites d’appui distinctes. Du
point de vu analytique, ceci signifie que le bord∂C doit être localement
le graphe d’une fonction convexe partout dérivable. Mais avec l’hypoth̀ese
de convexit́e, cela implique que le bord deC est une courbe de classeC1

(voir [Bou76], I.32, § 4). Ainsi, on peut se concentrer sur un domaineC
affinement strictement convexe dont le bord estC1 .

(3) À la proposition 10, nous avons cependant eu besoin d’avoir∂C de classe
C2 pour montrer que l’aire des triangles idéaux de (C, dC) est finie, et
d’ajouter l’hypoth̀ese que la courbure de∂C n’est jamais nulle pour exhiber
un majorant de cette aire.

Ainsi, lorsqueC est affinement strictement convexe avec un bord de classe
C1 sansêtre C2 , la finitude de l’aire des triangles idéaux de (C, dC) reste un
probl̀eme ouvert. Tout comme l’est la question de savoir s’il existe un majorant
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de l’aire de ces triangles lorsqueC est affinement strictement convexe avec
un bord de classeC2 dont la courbure s’annule en certains points.

ANNEXE A LES DOMAINES TRIANGULAIRES

Rappelons que l’on s’est donné un domaine triangulaire∆ = mpq⊂ R2

et un triangle id́eal T = abc de (∆, d∆) . Il existe doncλ, µ, ν ∈ ]0, 1[ tels
que

a = (1− λ)m+ λp, b = (1− µ)p + µq et c = (1− ν)q + νm.

On consid̀ere par ailleurs le domaine triangulaire∆0 de R2 ⊂ R3

dont les sommets sont 0= (0, 0, 0), e1 = (1, 0, 0) et e2 = (0, 1, 0) et le
triangle id́eal T(α) de (∆0, d∆0) ayant pour sommetsa(α) = (α, 1− α, 0),
b(α) = (0, 1− α, 0) et c(α) = (α, 0, 0).

A.1 PREUVE DU LEMME 9

Introduisons d’abordf : R2 → R3 l’application affine injective qui envoie
les pointsm, p et q sur e1 , e2 et e3 = (0, 0, 1) respectivement. En notant

a′ = (1− λ)e1 + λe2, b′ = (1− µ)e2 + µe3 et c′ = (1− ν)e3 + νe1,

le triangle T′ = a′b′c′ est alors l’image deT par f et a ses sommets sur les
côtés du triangle∆′ = f (∆) .

Consid́erons ensuite les points

a′′ = α(ue1) + (1− α)(ve2),

b′′ = (1− α)(ve2) + α(we3),

c′′ = (1− α)(we3) + α(ue1)

avec

α =
λµν

(1− λ)(1− µ)(1− ν) + λµν
∈ ]0, 1[,

u =
(1− λ)(1− µ)

λµ
w 6= 0 et v =

λν

(1− λ)(1− ν)
w 6= 0.

Remarquons que, quittèa remplacerλ par 1− λ , µ par 1− µ et ν par
1− ν , on peut supposerα ∈ ]0, 1/2]. On v́erifie sans peine quea′′ est sur la
droite (0a′) , b′′ sur la droite (0b′) et c′′ sur la droite (0c′) , de sorte qu’en
désignant parπ : R3 → P2(R) la projection canonique, on obtient
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(1) π(T′) = π(T′′)

ainsi que

(2) π(∆′) = π(∆′′),

où T′′ = a′′b′′c′′ et ∆′′ est le triangle de sommetsue1 , ve2 et we3 .

Enfin, si L est l’application lińeaire surjective deR3 sur R2 qui envoie
respectivementue1 , ve2 et we3 sur e1 , e2 et 0, alors L(∆′′) = ∆0 et
L(T′′) = T(α) .

Comme les applicationsf et L sont affines et qu’on a leśegalit́es (1)
et (2), il en ŕesulte que les ǵeoḿetries de Hilbert (∆, d∆) et (∆0, d∆0) sont
isométriques avec correspondance entre les triangles idéaux T et T(α) .

c(α)

b(α) a(α)

e1

e2

0

T (α) ∆0

FIGURE 13

Triangle id́eal T(α) pour le domaine triangulaire∆0

A.2 L’ AIRE DES TRIANGLES ID́EAUX POUR UN DOMAINE TRIANGULAIRE

L’aire du triangle id́eal T(α) vaut

A(α) =
π

12

∫ α

0

∫ 1−α

(1−α)(1−x/α)

dxdy
xy(1− x− y)

et se d́ecompose comme suit :
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12
π
A(α) =

∫ α

0

∫ 1−α

(1−α)(1−x/α)

(1
y

+
1

1− x− y

) dxdy
x(1− x)

= −2
∫ α

0

ln(1− x/α)
x(1− x)

dx(3)

+
∫ α

0
ln

((1− 2α

α2

)
x + 1

)
dx

x(1− x)
.(4)

Le cacul de l’int́egrale (3) donne

∫ α

0

ln(1− x/α)
x(1− x)

dx =
∫ α

0

ln(1− x/α)
x

dx︸ ︷︷ ︸
On poseu = x/α

+
∫ α

0

ln(1− x/α)
1− x

dx︸ ︷︷ ︸
Intégration par parties

=
∫ 1

0

ln(1− u)
u

du−
∫ α

0

ln
(

1 + α−x
1−α

)
α− x

dx︸ ︷︷ ︸
On posev = α−x

1−α

=
∫ 1

0

ln(1− u)
u

du−
∫ α

1−α

0

ln(1 + v)
v

dv.(5)

Par ailleurs, l’int́egrale (4) s’́ecrit

∫ α

0

ln
(

1−2α
α2 x + 1

)
x(1− x)

dx =
∫ α

0

ln
(

1−2α
α2 x + 1

)
x

dx︸ ︷︷ ︸
On poseu =

(
1−2α

α2

)
x

+
∫ α

0

ln
(

1−2α
α2 x + 1

)
1− x

dx︸ ︷︷ ︸
Intégration par parties

=
∫ 1−2α

α

0

ln(1 + u)
u

du +
∫ α

0

ln
(

1 + α−x
1−α

)
1 + 1−2α

α2 x
dx︸ ︷︷ ︸

On posev = α−x
1−α

=
∫ 1−2α

α

0

ln(1 + u)
u

du + 1−2α
α

∫ α
1−α

0

ln(1 + v)

1− 1−2α
α v

dv.(6)

On utilise alors dans (5) et (6) la nouvelle variablet = 1−2α
α qui parcourt

[0,+∞[ lorsque α décrit ]0, 1/2]. En posantF(t) = 12
π A(α) , on obtient

ainsi
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(7) F(t) = −2
∫ 1

0

ln(1− u)
u

du + 2
∫ 1

1+t

0

ln(1 + v)
v

dv

+
∫ t

0

ln(1 + u)
u

du + t
∫ 1

1+t

0

ln(1 + v)
1− tv

dv.

Enfin, le changement de variablew = 1−tv
1+t dans la dernìere int́egrale de

(7) conduit à

F(t) = −2
∫ 1

0

ln(1− u)
u

du + 2
∫ 1

1+t

0

ln(1 + v)
v

dv

+
∫ t

0

ln(1 + u)
u

du +
∫ 1

1+t

1
(1+t)2

ln(1− w)
w

dw + ln

(
1 + t

t

)
ln(1 + t).

La fonction F se d́erive sans trop de difficultés et, apr̀es simplifications,
on obtient finalement

F ′(t) =
4

1 + t
ln

(
(1 + t)2

(1 + t)2 − 1

)
> 0.

On en d́eduit donc queF est strictement croissante sur [0,+∞[ et par
suite son minimum est atteint ent = 0 seulement. Autrement dit, l’application
A : ]0, 1/2] −→ R est strictement d́ecroissante et atteint son minimum en le
seul point α = 1/2.

ANNEXE B LEMMES TECHNIQUES DU TH́EORÈME 4

LEMME B.1. Étant donńe des ŕeels 0 < % < %′ , soient Γ% et Γ%′

les cercles euclidiens deR2 passant par l’origine et de centres respectifs
c = (0, %) et c′ = (0, %′) . Pour chaque point m du segment[0, c] et pour
chaque vecteur non nulv ∈ R2 , on note p (resp. p′ ) le point d’intersection
de la demi-droite ferḿee m+ R−v avec Γ% (resp. Γ%′ ) et q (resp. q′ ) le
point d’intersection de la demi-droite fermée m+ R+v avec Γ% (resp. Γ%′ ).

On a alors

d(p, q) >

(
%

%′

)
d(p′, q′).

En outre, lorsque m= 0 (et donc p= p′ = 0), on a

d(q,Γ%′ ) >

(
%′ − %

2%%′

)
d(0, q)2.
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c′

c

0

q

p
a

q′

p′ a′
v

Γ%′

Γ%

%

%′

FIGURE 14

Lemme B.1

Démonstration du lemme B.1.
Lorsque p = q, la droite m+ Rv est égale à R × {0} , ce qui entrâıne

que p′ = q′ et par suite le lemme est trivialement vérifié.
Supposons doncp et q distincts. Soienta et a′ les milieux de (p, q) et

(p′, q′) respectivement. Commec (resp. c′ ) est sur la ḿediatrice de (p, q)
(resp. (p′, q′) ), le vecteura−c (resp.a′−c′ ) est orthogonal̀a v . Il en résulte
que a− c et a′ − c′ sont colińeaires, d’òu l’existence d’un ŕeel λ tel que
a− c = λ(a′ − c′) .

Or m, c et c′ étant aligńes ainsi quem, a et a′ , on a aussi (Thalès)
m− c = λ(m− c′) . En écrivant m = tc avec t ∈ [0, 1] et sachant que
c′ = (%′/%)c, il vient

λ =
1− t

(%′/%)− t
∈ [0, 1[

et par conśequent (%′/%)λ ∈ [0, 1]. On en d́eduit que

d(a, q)2 = %2 − d(a, c)2 = %2 − λ2d
(
a′, c′

)2

=
( %

%′

)2
{

%′
2 −

(%′

%
λ
)2

d
(
a′, c′

)2
}

>
( %

%′

)2(
%′

2 − d
(
a′, c′

)2) =
( %

%′

)2
d
(
a′, q′

)2
,
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ce qui d́emontre la première ińegalit́e.
En ce qui concerne la deuxième ińegalit́e, on a d

(
q,Γ%′

)
= %′ − d

(
q, c′

)
et

%′
2 − d

(
q, c′

)2 = 2%′d(0, q) cos0̂− d(0, q)2

dans le triangle 0qc′ , ce qui entrâıne que

d
(
q,Γ%′

)(
d
(
q, c′

)
+ %′

)
= 2%′d(0, q) cos0̂− d(0, q)2.

Par ailleurs, dans le triangle isocèle 0qc, on a d(0, q) = 2% cos0̂, d’où il
résulte que

d
(
q,Γ%′

)(
d
(
q, c′

)
+ %′

)
=
(
(%′/%)− 1

)
d(0, q)2.

En remarquant alors qued
(
q, c′

)
6 %′ , on obtient la relation d́esiŕee.

LEMME B.2. Soient r> 0 fixé, Γr le cercle euclidien deR2 passant
par l’origine et de centre c= (0, r) et Dr le disque ouvert correspondant.
Pour tout h∈ [0, r] , notons p= (−α, h) (resp. q= (α, h) ) l’intersection de
la droite d’équation y= h avecΓr ∩ (R− ×R) (resp. Γr ∩ (R+ ×R) ) et soit
p′ = (−α, h + r) (resp. q′ = (α, h + r) ).

Alors, si d(p, q) = 2α 6 r , on a d(c, p′) = d(c, q′) 6 (3/4)r (les points p′

et q′ sont donc en particulier dans Dr ).

Démonstration du lemme B.2.

On a d
(
c, q′

)2 = α2 + h2

et r2 = d(c, q)2 = α2 + (r − h)2,(8)

d’où il résulte qued
(
c, q′

)2 = 2rh . Comme α 6 r/2, on d́eduit de (8) que
h 6

(
1−

√
3/2
)
r et par suite

d
(
c, q′

)2
6
(

2−
√

3
)

r2 6 r2/2.

Donc d
(
c, q′

)
6
(√

2/2
)
r 6

(
3/4
)
r .

Démonstration du lemme 12.
Il existe au moins un point d’intersectiona′ entre ]a, b[ et Γr (a) car sinon

soit b est dansΓr (a) , ce qui contredit le fait que le cercle de rayon 2r roule
à l’intérieur deC , soit b est dans le demi-plan ferḿe bord́e par la tangente
à ∂C en a qui ne contient pas le convexe strictC , ce qui est l̀a encore
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FIGURE 15

Lemme B.2

impossible. L’unicit́e ŕesulte du fait qu’un cercle coupe une droite en au plus
deux points distincts et il y a déjà a et a′ dans l’intersection deΓr (a) avec
la droite (ab) .

Puisquea′ ∈ D2r (a) ⊂ C , on a

d
(
a′, ∂C

)
> d
(
a′,Γ2r (a)

)
.

Or, d’apr̀es la deuxìeme ińegalit́e du lemme B.1 avec% = r et %′ = 2r , on a

d
(
a′,Γ2r (a)

)
>

1
4r

d
(
a, a′

)2

et d’apr̀es la premìere ińegalit́e de ce m̂eme lemme avec% = r , %′ = R,
on a d(a, a′) > (r/R)d(a, m) , où m est le point d’intersection autre que
a entre ΓR(a) et la droite (ab) . Comme a ∈ Dr (a) ⊂ C ⊂ DR(a) , on a
b ∈ [a′, m] ⊂ [a, m] , d’où d(a, m) > d(a, b) et par suite

d
(
a′, ∂C

)
>

1
4r
×
( r

R

)2
d(a, b)2 =

r
4R2

d(a, b)2.

En ce qui concerne le lemme 13, il va se déduire du lemme technique
suivant :



32 B. COLBOIS, C. VERNICOS ET P. VEROVIC

LEMME B.3. Étant donńe un convexe strictC du plan, soient a et b
deux points distincts de∂C tels que d(a, b) 6 r . Alors :

(i) Pour chaque m∈ ]a, b[ , il existe ωm ∈ ∂C\{a, b} tel que d(m, ∂C) =
d(m, ωm) avec m− ωm ⊥ ∂C .

(ii) L’intersection C(a, b) , entre∂C et l’un des deux demi plan fermés H−(a, b)
et H+(a, b) de R2 bordés par la droite (ab) , vérifie d(m, C(a, b)) =
d(m, ∂C) quel que soit m∈ ]a, b[ .

Démonstration du lemme B.3.

(i) Pour m ∈ ]a, b[ fix é, la fonction f : ∂C −→ R définie par f (ω) =
d2(m, ω) étant continue sur le compact∂C , l’existence de ωm ∈ ∂C
tel que d(m, ∂C) = d(m, ωm) en d́ecoule. De plus, comme∂C et f sont
diff érentiables,ωm est un point critique def , ce qui conduit̀a m−ωm ⊥ ∂C .
Enfin, si on avaitωm = a, on aurait alors (ab) ⊥ ∂C en a et par suite
b ∈ Dr (a) puisque d(a, b) 6 r . Or Dr (a) ⊂ C , d’où il résulterait que
b ∈ C , ce qui est faux. Par conséquent, on aωm 6= a ainsi queωm 6= b
pour la m̂eme raison.

(ii) À présent, en notantC−(a, b) = H−(a, b)∩∂C et C+(a, b) = H+(a, b)∩∂C ,
supposons qu’il existem−, m+ ∈ [a, b] tels que d(m−, C−(a, b)) >

d(m−, ∂C) et d(m+, C+(a, b)) > d(m+, ∂C) .
Soient alors ω−, ω+ ∈ ∂C \ {a, b} tels que d(m−, ∂C) = d(m−, ω−)
et d(m+, ∂C) = d(m+, ω+) — d’où nécessairementω− ∈ C+(a, b) et
ω+ ∈ C−(a, b) — avec m− − ω− ⊥ ∂C et m+ − ω+ ⊥ ∂C .
On a donc r > d(a, b) > d(m−, b) > d(m−, C−(a, b)) > d(m−, ∂C) =
d(m−, ω−) , d’où d(m−, ω−) < r ainsi que d(m+, ω−) < r de manìere
analogue. De là, il résulte alors que le centrec− ∈ (ω−m−) du cercle
Γr (ω−) est dansH−(a, b) et que le centrec+ ∈ (ω+m+) du cercleΓr (ω+)
est dansH+(a, b) .
En d́esignant enfin parS− (resp.S+ ) l’unique diam̀etre (segment ferḿe) de
Γr (ω−) (resp. Γr (ω+) ) parall̀ele à la droite (ab) , l’enveloppe convexe de
S− ∪ S+ (paralĺelogramme plein) a une intersection [p, q] avec (ab) telle
que d(p, q) > 2r . Or, la convexit́e de C implique que cette enveloppe
convexe est incluse dans̄C , et par suite [p, q] ⊂ [a, b] . On a donc
d(a, b) > d(p, q) > 2r , ce qui impossible puisqued(a, b) 6 r par hypoth̀ese.

Démonstration du lemme 13.

• Pour chaquem ∈ ]a, b[ , soit ωm ∈ ∂C \{a, b} tel que d(m, C(a, b)) =
d(m, ωm) donńe par le lemme B.3. Ceci entraı̂ne qued(m, ωm) 6 r et par
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FIGURE 16

Lemme B.3 (i)

suite le cercleΓr (ωm) coupe la droite (ab) en deux pointspm ∈ [a, m[ et
qm ∈]m, b] qui vérifient d(pm, qm) > (r/R)d(a, b) en vertu de la première
inégalit́e du lemme B.1 avec% = r , %′ = R et v = b− a.
Par ailleurs, d’apr̀es le lemme 12, soienta′ et b′ les uniques points
d’intersection de ]a, b[ avec les cerclesΓr (a) et Γr (b) respectivement,
pour lesquels on ad(a, a′) > (r/R)d(a, b) et d(b′, b) > (r/R)d(a, b) ,
toujours d’apr̀es le lemme B.1.
Alors [a, a′[ , ]b′, b] et la famille (]pm, qm[)m∈∂C\{a,b} forment un recou-
vrement ouvert de [a, b] , dont on peut donc extraire un sous-recouvrement
fini I qui est minimal pour l’inclusion. En outre, d’après ce qui pŕec̀ede,
les éléments deI sont des segments de longueurs supérieures ouégales
à (r/R)d(a, b) .
À présent, montrons qu’aucun point de [a, b] ne peut appartenir̀a plus
de deuxéléments deI , c’est-̀a-dire que si un pointx0 ∈ [a, b] vérifie
x0 ∈ I ∩ J avec I , J ∈ I , alors pour toutH ∈ I\{I , J} , on a x0 6∈ H .
En effet, apr̀es identification de [a, b] avec un segment deR et quitte
à échanger les rôles de I et J , on a inf(I ) < inf(J) < sup(I ) < sup(J)
par minimalit́e de I . Aussi, supposons qu’il existeH ∈ I\{I , J} tel que
x0 ∈ H .
Si on avait inf(J) 6 inf(H) , alors on aurait sup(J) < sup(H) car H 6⊂ J
(minimalité de I ) et par suite J ⊂ I ∪ H , ce qui est faux puisque
I est minimal. C’est donc que inf(H) < inf(J) . Or ceci impose que
sup(H) < sup(J) car J 6⊂ H , d’où il vient que inf(H) < inf(I ) (sinon
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H ⊂ I ∪ J) et donc que sup(I ) < sup(H) (sinon H ⊂ I ). Mais alors, c’est
que I ⊂ H , ce qui, l̀a encore, est impossible.
Notons alorsI = {I1, . . . , In} , A2 =

⋃
16i<j6n I i ∩ I j et A1 = [a, b] \ A2 .

Les ensemblesA1 et A2 forment ainsi une partition mesurable de [a, b]
et vérifient Long(I1) + · · ·+ Long(In) = Long(A1) + 2Long(A2) .
Or, Long(A1) + 2Long(A2) = (Long(A1) + Long(A2)) + Long(A2) 6
Long([a, b]) + Long([a, b]) = 2d(a, b) , d’où il résulte quen(r/R)d(a, b) 6
2d(a, b) puisqu’on a vu que Long(Ik) > (r/R)d(a, b) pour tout k =
1, . . . , n.
Conclusion :n 6 E(2R/r) .

• On peut maintenant terminer la preuve du lemme 13 en remarquant que
le rectangle ferḿe S(a, b) est la ŕeunion des rectangles fermés Sk de base
le segmentIk et de hauteurr pour 16 k 6 n, chacun d’eux́etant inclus
dans un disqueDr (ωk) . En effet, on a alors

µC
(
S(a, b)

)
6

n∑
k=1

µC
(
Sk
)

avec
µC
(
Sk
)

6 µDr (ωk)
(
Sk
)

pour tout 16 k 6 n en vertu de la proposition 5 (iv).
Or, chaque rectangleSk étant la ŕeunion des adh́erences de deux triangles,
on a µDr (ωk)(Sk) 6 2π puisque tout triangle est contenu dans un triangle
idéal et queπ est l’aire d’un triangle id́eal dans le disque hyperbolique.
Ceci ach̀eve la preuve du lemme 13.
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