LAIRE DES TRIANGLES IDEAUX
EN GEOMETRIE DE HILBERT

par B. @LBoIS, C. VERNICOS!) et P. VEROVIC

RESUME. Lobjet de cet article est &tude de l'aire des triangles&dux pour la
géonttrie de Hilbert d'un domaine convexe d®". Les ©sultats que nous obtenons
donnent d’'une part une carécisation de la gonetrie hyperbolique dans I'ensemble des
geonetries de Hilbert, et d’autre part une minoration optimalegpghdante du convexe,
de l'aire de Hilbert des triangles édux qui caraéfrise les domaines triangulaires du
plan. En outre, sous certaines conditio@®getriques, nougtablissons une majoration
de cette aire dont nous montrons qu'elle d&pedndre du convexe.

INTRODUCTION

Le concept de simplexe &l joue un dle important dans #tude des
varietes riemanniennea courbure égative. Par exemple, J. Bargel'ietGhys
obtiennent la caragtisation suivante de laégnétrie hyperbolique plane
comme congquence de leuésultat sur la cohomologie bda (voir [BG88],
p. 511):

THEOREME 1. Soit g une nétrique riemannienne de courbureégative
ou nulle sur une surface S compacte, connexe et orientable.
Si les triangles i@aux du re&tement universel de S ont tous l&me aire,
alors (S g) est de courbure constante.

Signalons que pour une surface riemannienne cetamt simplement connexe
a courbure égative ou nulle dont tous les triangle€alix ont une aire finie,
on ne sait toujours pas s'il existe un analogue deé&siltat.

1) Partiellement finarie par le projet eurdgen ACR OFES nugro 00.0349 et la bourse
FNRS 20-65060.01
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Dans la prengre partie du @sent travail, nous obtenons une cagdsation
de la geonttrie hyperbolique parmi lesegnétries de Hilbert en terme d’aire
des triangles idaux (voir le tleoeme 2 ci-dessous). Cette cakxctation peut
etre consiéréee comme une &réralisation du thoeme pécedent dans un
cadre quelque peu défent. Puis noug&tudions les prokimes de minoration
et majoration de I'aire des triangleséiiux.

C

FIGURE 1
Distance de Hilbert

Avant d’&noncer pecigment nos &sultats, rappelons qu’'une&grétrie de
Hilbert (C,d¢) est la donie d’'un ouvert non vide, convexe et béré de R"
— que nous appelerordomaine convexe— muni de la distance de Hilbert
dc définie de la margre suivante: pour tous points distingtset q dansC,
la droite passant pap et g rencontre le borddC de C en deux pointsa et
b tels quep soit entrea et q et g soit entrep et b (figure 1). On @finit
alors

1
dC(p7 q) = E In[a7 p,q, b]a
ou [a,p,q,b] est le birapport de & p,q,b), c'esta-dire
la—all _[p—b]
X > 1
lp—al  [la—Db]

en cesignant par|| - || la norme euclidienne canonique s&". On pose
egalementd:(p, p) = 0 (voir [Hil71], appendice I).

[a,p.g,b] =
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Remarquons tout de suite que(S|et c sont deux domaines convexes de
R" tels que leurs images respectlvéset C’ dans I'espace projectiP"(R)
vérifient ' = A(C), ou A est une homographie d@'(R) — donc conserve le
birapport de quatre points d@"(R)—, alors les gonetries de Hilbert €, d¢)
et (C’,ds) sont isongtriques.

Dans toute gonetrie de Hilbert ¢,dc), le segment de droite reliant deux
points quelconques du convexg est un segmenté&pdesique pourde (au
sens de [BH99], p. 4) etC(dc) est un espace @frique godesique dont la
topologie est celle induite par la topologie canonique Rl Ceci dit, en
géréral, le segment reliant deux points n’est pas l'uniq@@dgsique entre
ceux-ci, cette unicé étant anmoins satisfaite lorsque le bo@ de C
est une hypersurface de clas€8 dans R" dont la courbure de Gauss est
partout non nulle — on dira alors qué est unconvexe strictNotons enfin
gue cette condition &tre un convexe strict n'est paggessaire pour avoir
unicitt du segment @cesique — voir une discussiorethillee de ce point
dans [SMO00], § 1.2.2.

Par ailleurs, on peut mettre sur tout domaine conwexe R" une nétrique
de FinslerC?, note F¢, en proédant comme suit: g9 € C etv € T,C = R"
avecv # 0, la droite passant pgr et dirigee parv coupedC en deux points
p; et p; ; on pose alors

1 n 1
Ip—pcll ~ lIp—pEl
Cette netrique de Finsler estde a la distance de Hilbertl: par le fait que

Fe(p.o) = 1ol ) ot Fep.0=0

Fe(p.0) = 3 d@p+t)
et que
de(p,a) = inf{/och(U(t)#f’(t)) dt ‘ o€ QYC,p, OI)},
ou
QYC,p,q) = {0:[0,1] — C | o de classeC' aveco(0) = p et o(1) = q}.

Grace a cette netrique de Finsler, on construit une mesureétienne pc
sur C (qui correspond en fai la mesure de Hausdorff de I'espacétrnigue
(C,dc) — voir [BBIO1], exemple 5.5.13 ) que nous allons expliciter.
Pour chaquep € C, soientB¢(p) = {v € R" | F¢(p,v) < 1} la boule
unité ouverte deT,C = R" pour la normeF¢(p, ) et w, le volume euclidien
de la boule uné& ouverte de I'espace euclidien canonic®®. En consi@rant
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la fonction (dens#&) h: C — R donree parh(p) = wn/voI(Bc(p)), ou vol
est la mesure de Lebesgue canonique ROr on c&finit uc — que nous
appelerongnesure de Hilbersur C — par

he(®) = /A h(p)dvol(p)

pour tout boelien A de C.

Lorsque C est un ellipstde, C,dc) correspond au made projectif (ou
mockle de Klein) de la gonetrie hyperbolique, et on peut penser aux
geontetries de Hilbert ¢, d:) commea une @réralisation naturelle de I'espace
hyperboliqgue. Une question commuiede nombreux travauxécents (voir
[SMOQ], [SMO02], [Ben03], [CV], [KN02] et leursé&ferences) est degterminer
les proprétes de I'espace hyperbolique doréritent les @onetries de Hilbert
et de trouver des carastsations de I'espace hyperbolique parmi celles-ci.

Le premier esultat de cet article est I'obtention d’'une telle cageasation
gracea l'aire de Hilbert des triangles @ux. A cause de la non uniétdes
géocesiques pourde entre deux points d’'un domaine convegeC R", un
triangle de €,dc) ne peutétre cfini a l'aide des segmentsegdesiques de
dc qui joignent ses sommets. C’est pourquoi nous convenonsefieirdtout
d’abord un triangleT = abc de R" comme l'in€rieur de I'enveloppe convexe
affine ouverte de trois points non aligma,b,c € R". Un tel triangle sera
alors un triangle de(; d;) si ses sommets sont dads et un triangle iéal
de (C,d¢) si ses sommets sont dad¥ et s'il est inclus dangC.

Dans le cas d'un convexe strict, cetguivauta la cefinition usuelle d’'un
triangle iceal d’un espace atrique uniquementapcdesique, en particulier de
I'espace hyperboliquéi” dans lequel il est connu que tous les trianglé&sidk
sont isonétriques avec une aire (hyperbolique) commégalea =. En fait,
nous allons montrer que cette prdg@ de l'aire caradrise H" parmi les
geontetries de Hilbert deR" :

THEOREME 2. Etant don une gonetrie de Hilbert(C, d¢) avecC c R",
on a:

(i) Tous les triangles igdaux de (C,dc) sont daire constante si, et
seulement siC est un ellipside — auquel cas cette aire constante
vaut .

(i) Si C n'est pas un ellipsigle, il existe des triangles &hux de(C, dc)
d’aire strictement plus grande que et d’autres d'aire strictement plus
petite quer.
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REMARQUE. Ici, et dans toute la suite de ce travail, l'aire d'un triangle
(idéal ou non) de(, d¢) est son aire pour la mesure de Hilbert d&\P, d¢cp),
ou P est l'unique plan vectoriel d&k" contenant le triangle.

La demonstration du #oeme 2, donée dans la prerare partie de cet
article, est simple et puremenéagnretrique.

Dans la seconde partie, nous obtenons une minoration uniforme de l'aire
des triangles idaux avec caragtisation du cas égalié:

THEOREME 3. Etant done une gonetrie de Hilbert(C, dc) avecC c R",
on a:

(i) Laire de tout triangle ickal de (C,dc) est au moinggalea 73/24.

(i) Si n=2 et s'il existe un triangle idal de (C,dc) d’aire égala 7%/24,
alors C est un domaine triangulaire.

Remarquons que le casadjalié caradtrise bien la gonetrie deC, puisque
tous les domaines triangulaires du plan munis de leémrgtries de Hilbert
sont isongétriques.

Enfin, dans la troi@me partie, nous montrons que la recherche d'une

majoration de I'aire des triangles@dux donne lielx une situation difrente
et plus contrage. En effet, le corollaire 6.2 ci-dessous fournit desmgtries
de Hilbert qui possdent des triangles &hux d'aire infinie, de sorte qu'il
est illusoire de chercher un majorant de I'aire des triangléausd commun
a toutesles geonetries de Hilberta I'instar du tleoeme 3. L'exemple 11
montre également que cette impossitélipersiste @me en se restreignaat
I'ensemble des convexes stricts &2.

Cependant, lorsqu'on congite un convexe strictixe C de R", nous
prouvons gu’il existe @anmoins un majorant épendant deC) de l'aire de
tousles triangles idaux de €, dc) :

THEOREME 4. Soit C un convexe strictj.e. un convexe deR" ayant
pour bord C une hypersurface de classe® @ont la courbure de Gauss est
partout non nulle. Alors il existe une constanie= «(C) > O telle que tout
triangle idéal de (C,d¢) a une aire au pluggalea «.
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1 PRELIMINAIRES

1.1 QUELQUES PROPRETES ELEMENTAIRES

Nous cebutons par une liste de faits simples éngyaux dont nous ferons
abondamment usage.

PE

Ps

FIGURE 2
Comparaison des distances et mesures de Hilbert de deux domaines convexi#gésembo

PropPosiTioN 5. Soient (A,d4) et (B,dz) des gonetries de Hilbert

telles queA ¢ B C R". Alors:

(i) Les neétriques de Finsler |z et Fg vérifient Fz(p, v) < F4(p,v) pour
tous pe A et v € R" non nul, l'égalitt ayant lieu si, et seulement si,
pL=ps et piy =pg (figure 2).

(i) Pour tous pge A, on a &(p,q) < da(p,q).

(iiiy Pour tout pe A, on a vol(B4(p)) < vol(Bz(p)), avecégalite si, et
seulement siA = B.

(iv) Pour tout bokélien A de A, on a ug(A) < pa(A), avecégalite si, et
seulement si,A = B.

Démonstration.
Il suffit de prouver I'assertion (i) qui implique toutes les autres pé&ips.
Or, elle cecoule directement du fait que pour topse A et v € R", v #0,
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on a
lp—phall <lp—psll et flp—pxll <lp—psll
I'égalie ayant lieu si, et seulement 9, = p; et ply = pj. O

Gracea cette proposition, on va pouvoir estimer la mesure de Hilbert d’'un
domaine convexe du plan inclus dans un domaineecae dernier @sentant
I'avantage détre suffisamment simple pour permettre des calculs effectifs.

1.2 ESTIMATION DE L'AIRE PAR COMPARAISON AVEC LE DOMAINE CARFE

L'estimation de I'aire de Hilbert d’'un convexe dR? revienta estimer le
volume euclidien de la boule usitouverte pour la g&triqgue de Finsler en
chaque point du convexe. Lorsque le convexe est urecam obtient:

ProPosITIONG. Soit le domaine ca@ S = {(x,y) € R? | [x| < 1 et]y| <
1}. Alors pour tout p=(x,y) € S, on a

2(1— %) (1 - y?) < vol(Bs(p)) < 4(1—x)(1—Y?),
ol Bs(p) est la boule uné ouverte de JjS= R? pour la norme K(p,-).

Démonstration.
Etant doné p € S, la preuve consista Verifier que la bouleBs(p) est
d’'une part incluse dans un rectangke dont les &tés sont paradillesa ceux
du caré S, et d'autre part contient un losange dont les sommets sont les
points de contact entr&® et Bs(p).
PuisqueS est synetrique par rapport aux axes de coordees il suffit
de se restreindra p € [0, 1[x][O0, 1].
e Soit v = (a,b) € R? non nul tel quelal < %(1— X) et b > 0, de sorte
que la demi-droitep + R_v (resp. p+ Ry v) coupe dS sur la droite

d’équationy = —1 (resp.y = 1) en un pointpg (resp. pjg). Il résulte
alors du tleoeme de Thas que
b el bl
1+y  p—psll 1=y fp—psl"
dou

Fapy LB, by b
s = \1ry T1oy) T1oy

ce qui donne l'implicationv € Bs(p) = b < 1 — y2.
Ainsi, Bs(p) étant synétriqgue par rapporé 0, on a
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s 1 { [ 309 50 9] xR} cRx[-1- .1 2]

et par suite
Bs(p) C R x [-(1— %), (1 - ¥))]

puisqueBs(p) est convexe.
De la néme fagon, on montre que

Bs(p) C [-(1— ), (1 —x)] x R.

Par congquent, on obtient

Bs(p) C [~(1— ), (1 —x)] x [-(1—y?), X~ y))],

ce qui entrine la deuxéme iregalie de la proposition 6.

e On remarque par ailleurs que les points {(X?,0) et (Q1— y?) sont
dans l'adlérence deBs(p), qui est convexe et sytrique par rappora 0,
d’ou il résulte que I'enveloppe convexe des points-(#,0), (0,1—y?),
—(1-x2,0) et —(0,1—y?) est dansBs(p). Comme le volume euclidien de
cette enveloppe convexe — qui est un losange —égata 2(1-x2)(1—y?),
on en cduit la premére iregali€ de la proposition 6.

Il

REMARQUE. A titre indicatif, on peut ai8ment voir que la boulds(p)
est un octogone lorsque n'est pas sur les diagonales & sinon Bg(p) est
un hexagone sp # 0 et un care si p=0.

De cette estimation, nous pouvons alors tirer deux &gumences utiles
concernant l'aire de Hilbert des trianglesalix.

CoRoOLLAIRE 6.1. Soient C un domaine convexe du plan tel qu&
contient un segment ouvetg, b[ et pe C. Pour chaque t€]0,1[, notons
my(t) = (L—t)p+ta et my(t) = (1 —t)p+tb. Alors, pour0 < s<t, si At,S)
désigne I'enveloppe convexe des pointg(thn my(s), my(t) et my(s), on a
!i_rpluc (At,9)) = +oo lorsque s est fix

Démonstration.

Apres transformation affine, on se rane au caswp =0 et C est inclus
dans le cag S de la proposition 6 avea = (—xg,1) et b = (xg, 1) pour un
certain Xp €10, 1] (figure 3).
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S a b
mg (1) my(t)
ma(s) my(s)
p=0
FIGURE 3

Cas d'un convexe dont le bord contient un segment

Alors, pout touss,t €]0,1[ tels ques < t, le rectangle de sommets
Ma(s) = (—5%,9), Mu(S) = (5%,9), Ma(t) = (—S%,1) et my(t) = (sx,t) est
inclus dansA(s,t), d'ou il résulte que

% t T
ns(As Y) > 2 /0 ( / vol (Bs(x, y)) dy) o

Mais, d’apes la proposition 6, on a v@Bg(x,y)) < 4(1— x?)(1 —y?) pour
tout p=(x,y) € S, ce qui entrtne que

s S0 dx tody
> —
(A 1) > Zx(/o 1_X2)x(/s 1_y2),
c'est-a-dire,

us(A(s ) > %xArgth(sx)) x [Argth(t) — Argth(s)] .

Par congquent, en fixans, on obtienttlirpus (As 1)) = +00.
Comme C C &, on a finalementt Iiimc(A(s,t)) = +oo dapres la
proposition 5 (iv). L]

CoROLLAIRE 6.2. SoientC un domaine convexe du plan etc C tels
gu’'il existe deux droites d’appui distinctes deen w.

Alors, pour tous points distincts,g € C, on a uc(pwg) = +oo, ol pwq
est le triangle de sommets p, q et

Démonstration.
On va montrer que tout triangle de dont un sommet est un « coin » de
C peutétre pengé comme une demi-bande affine ouverte du plan.



10 B. COLBOIS, C. VERNICOS ET P. VEROVIC

Par transformation affine, on se rane au cas w C est inclus dans le
care S de la proposition 6 aveew = (1,1) et les droites «p) et (wQq)
symétriques 'une de l'autre dans l&ftexion par rappord la droite (@) et
tel que po, o € C, 0oU pp et go sont respectivement les points d'intersection
de la droite déquationx+y =1 avec {p) et wQ).

w

€92 «

d0

wo

Po

0 » €1

FIGURE 4
Cas d'un convexe poédant un « coin »

En notante; = (1,0), e, = (0,1) et wp = (1/2,1/2), il existe donc
to €]0,1[ tel que pp = (1 — to)wo + to€1 €t go = (1 — to)wo + to€2.

Consicerons alorsA = {(x,y) € R? | x+y>1lety<x<1ll C S etle
Ce -diffeomorphismef : A — R* x R deéfini par

f(x,y) = (X, Y) = (Argth(t), Argth(s)),

ou t,se€]0,1[ sont tels que xy) = (1 — 9[(1 — t)wo + ter] + sw.

L'image parf du trianglewowpo C A est ainsi la bande J@rgth(to)[ xR
dont on va montrer que l'aire euclidienne usuelle — qui est infinie — est
plus petite que l'aire devsgwpe pour la mesure de Hilberts .

Un calcul simple donne

y—X

ce qui entréne que le jacobien dé en ,y) € A vaut
1
Jac)(x,y) =

2+ =X -y)
En vertu de la deurime iregali€ de la proposition 6 et du fait que

Q+x2+y) <3X+Yy) pourtout &y)eA,
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il en résulte que

+oo= dXdy =
10, Argth(to)[ x R%
dxdy 6
< — ps(wow
/wowpo 2T —y) 7 FsloP)

D’autre part, puisqueus(wowpo) < us(Gowpo) et que us((qwp)\(dowpo))
est finie — la partie dwp)\(qowpo) €tant compacte —, on enéduit que
ps(twp) = +o0.

Enfin, comme C C S, la proposition 5 (iv) achve la preuve du
corollaire 6.2. |

2 CARACTERISATION DE LA GEOMETRIE HYPERBOLIQUE PAR [AIRE DE
HILBERT DES TRIANGLES IDEAUX

En péliminaire a la cemonstration du #oeme 2, rappelons le #oeme
suivant qui est unésultat classique deégretrie convexe que nousnongons
en dimension deux et dont la preuve se trouve dans [Joh48] ou [Lev97],
Lecture 3, Theorem 3.1, p. 13-19.

THEOREME 7 (Ellipse de John). Soit C un domaine convexe du plan.

Il contient une unique ellipse ouverte d'aire euclidienne maximale, I'ellipse
de John deC, dont le bord a au moins trois points de contact avéct.

Par dualitt, C est aussi inclus dans une unique ellipse ouverte d’aire
euclidienne minimale dont le bord a au moins trois points de contact avec
ac.

Nous allons maintenant donner la preuve dé&ome 2 qui indique
comment l'aire de Hilbert des trianglestiaux permet de caragtser I'espace
hyperboliqueH" parmi toutes les gométries de Hilbert deR".

Démonstration du thoreme 2.

Commencons par faire la preuve lorsgdec R?.

Si C est une ellipse, I'espaceéatrique (,dc) est isongtrique au modle
projectif de Klein du plan hyperbolique (voir par exemple [BP92], p. 2) qui
a tous ses triangles édux d'aireégalea .

Si C est n'est pas une ellipse, soffi l'unique ellipse ouverte d'aire
euclidienne maximale incluse dans le conve&ke— donree par le thoeme
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7 et appete ellipse de John dé€. Lellipse & ayant au moins trois points
de contact avedC, on peut consiérer le triangleT; dont les sommets sont
ces trois points (figure 5).

FIGURE 5
Ellipse de John

Pour la gonttrie de Hilbert assoee a I'ellipse de John&;, le triangle
T est ickal et d'aireégalea ug(T)) = . Par congquent, commes; est
strictement incluse dans, on a uc(Ti) < 7 en vertu de la proposition 5 (iv).

D’autre part, consigrons l'unique ellipse ouvert€, d'aire euclidienne
minimale contenant (duale de&;). D’apres le tleoeme 7, son bord posde
également au moins trois points en commun avec celuf dee qui cfinit
un triangle Te.

(i) Si Te estun triangle idal de C,dc), alors uc(Te) > 7 puisqueé, contient
strictementC.

(i) Si Te n'est pas un triangle &hl de C,d¢), alors I'un des 6tés du
triangle T, est inclus dans)C, ce qui implique que I'on peut obtenir un
triangle ickal de C,dc) dont l'aire est arbitrairement grande en vertu du
corollaire 6.1.

Enfin, dans le castw C c R", on fait ce qui pecede dans chaque
intersection deC avec un plan vectoriel d&R", sachant queC est un
ellipsdide si, et seulement si, chacune de ces intersections est une ellipse.

Il
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3 BORNES SUR [AIRE DES TRIANGLES IDEAUX EN GEOMETRIE DE HILBERT

Nous sommes pEsent naturellement amemna nous demander si I'aire
des triangles idaux d'une gonetrie de Hilbert est conbtée.

3.1 Du COTE DE LA MINORATION

En ce qui concerne la minoration de l'aire des trianglé&aic, nous avons
le résultat globalenon@& au tfeoeme 3 qui est valable pour n'importe quel
domaine convexe d®". Pour c&¢montrer ceci, on v&tudier au ptalable le
cas particulier a le domaine convexe est un triangle Bg.

LeEmME 8. Soit A un domaine convexe triangulaire du plan.

Alors tous les triangles ihux de(A,da) ont une aire au moinggalea
7324 et seul,a isométrie pes, le triangle i@al de sommets les milieux des
cotés de A a une aireégalea ce minimum.

Ce lemmeétant assez technique, nous ne donnerons quétiges de sa
preuve, renvoyana I'annexe A.1l pour les&tails. Mais auparavant, montrons
comment ce lemme implique leé&beme 3.

Démonstration du thoreme 3a l'aide du lemme 8.

Consictrons d’abord le castoC C R?.

Soient T = abc un triangle ical de (,dc) et D,, Dy, D; des droites
d'appui du convexeC en a, b et ¢ respectivement.

D’un point de vue projectif, il s’agit d'une Bme et unique situation.
Cependant, d’'un point de vue affine — celui que nous avons suivi jusqu’ici
—, trois cas se f@sentent:

(i) Si Dy, Dp et D. définissent un domaine convexe triangulaife qui
contient C, alors on obtient le point (i) du &oeme 3 en appliquant la
proposition 5 (iv) (avecA = C et B = A) et le lemme 8. En outre, si
C est strictement inclus dand, alors uc(T) > ua(T) > 7%/24 d'apes
la proposition 5, d'@ puc(T) > 73/24, ce qui donne le point (i) du
theoeme 3 en contraposant.

(i) Si D, et Dy sont parakles, on plonge le plan affine contenant le convexe
C dans son complé projectif (voir par exemple [Ber77], § 5.1) iderifi
naturellementl P?(R), dans lequel les deux droitd3, et D, se coupent.
En consi@érant alors une droitdd qui est l'image par le plongement
d'une parakle a D; contenue dans le demi-plarétérmiré par D; et ne
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contenant pag, on est ramed au point (i) dans le nouveau plan affine
P2(R)\D.
Si Dy, Dy et D. définissent un domaine convexe triangulaire qui ne

(iii)

contient pasC, on peut supposer que le triangle en question est dans

le demi-plan @étermiré par D, et ne contenant pa€. Dans ce cas, on
plonge le plan affine contenarit dans P?(R). En consiérant alors une
droite D image par le plongement d'une droite pagdla D, contenue
dans le demi-plan &ermireé par D,, ne contenant pa€ et qui rencontre
le domaine triangulaire, on est rangeau point (i) dans le nouveau plan
affine P2(R)\D.

Enfin, dans le casto C C R", on appligue ce qui @eede a chaque
intersection deC avec un plan vectoriel d&".

Il

Démonstration du lemme 8.

Partant d’'un domaine triangulaird = mpgc R? et d’'un triangle icdal
T =abc de (A,da), la preuve va se faire en trostapes.
Etape 1: Elle se sume au lemme suivant, dont la preuve est en annexe A.1.

LEMME 9. Soit A le domaine triangulaire de sommefs e, et &, ol
(e1,&) est la base canonique d&?. Pour chaquea €]0,1/2], notons Ta)
le triangle ictal de (Ap,da,) dont les sommets sont

ala) = (a,1— a), b(a) = (0,1 — «) et da) = («,0).

Alors il existe a €]0,1/2] et une transformation affine d&2 qui envoit
simultarement le domaine\ sur le domainel, et le triangle ickal T de
(A,da) sur le triangle ickal T(c) de (Ao, da,)-

Etape 2: Sachant que pour chague= (x,y) € A, la boule unié ouverte
Ba,(p) de TpAo = R? pour la normeFa,(p,-) est un hexagoneédrit dans
[dIH93], p. 106-107, le calcul de la mesure de Hilbert, (que nous ne
détaillerons pas) nous donne

T dxd
duia(p) = 75 x 4

127 xy1—x-vy)
L'application A :]0,1/2] — R définie par.A(a) = pa,(T(w)) est strictement
décroissante de sorte que son minimum est atteintven1/2 seulement, ce
qui correspond au triangle édl T(1/2) de (Ag,da,) dont les sommets sont
les milieux des otés de Aqg — voir les calculs dans 'annexe A.2.
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Etape 3: Montrons que I'aire de Hilbert dd(1/2) estégalea 73/24.
D’apres I'annexe A.2, cela revierd calculer

1 1
FO) = —2 /O 7'”(1)(_ X i + 2 /0 Ll; X ix

puisque A(1/2) = 5F(0).
Pour ceterminer le premier terme, oreédeloppe enérie entere par rapport
a e €]0,1] la quantié

e

En faisante — 0, le theoeme de convergence dordim de Lebesgue nous
permet alors d’'obtenitF;(0) = 72/6.
Pour évaluer le second terme dg(0), on introduit la fonction

1-¢
Fole) = /0 d;X In(1+x)

définie poure €10, 1] et qui, également I'aide d’'un ceveloppement enésie
entiere, fournit

1T /a4y
fz(O):—Z(k? .
k=1

En remarquant alors qu&i(0) — F»(0) = 371(0), on obtient7,(0) = n%/12
et par suiteF(0) = 2F;(0) + 2F,(0) = 7%/2. Finalement, I'aire de Hilbert de
T(1/2) vaut A(1/2)= 5 x & =T . 0

3.2 Du COTE DE LA MAJORATION

Pour ce qui est de la majoration de l'aire des trianglésitk, remarquons
tout d’abord qu’il existe desé&pnetries de Hilbert planes dans lesquelles on
peut trouver des trianglesé@dux d’'aire aussi grande que l'on veut, eéme
d’'aire infinie, comme le montrent les corollaires 6.1 et 6.2 de la grami
partie.

Néanmoins, avec quelques hypesdles de &gularie, onévite les triangles
idéaux d'aire infinie:
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PropPosiTioN10. Soit C un domaine convexe de" dont le bord est une
hypersurface de classe?CAlors tout triangle idal de (C,dc) a une aire
finie.

Démonstration.
Consicrons d’abord le casioC c R2.

Soit T = abc un triangle ical de (,dc) dont on oriente les sommets
dans le sens trigonagtrique.
CommedC est de class€?, il existe r > 0 et des disques ouverts euclidiens
D(a), D(b) et D(c) de rayonr tangents au bord d&€ en a, b et c
respectivement et inclus daré. En consi@rant le sommeta, désignons
par @ et @’ les points d'intersection du bord dB(a) avec les segments
]a, b[ et ]a, c[ respectivement. Ainsi le trianglada” a ses sommets oridrg
dans le sens trigonogtrique et adD(a) pour cercle euclidien circonscrit. En
procedant de rame avec les sommets et ¢, on obtient les trianglebb'b”
et ccc”.

FIGURE 6
L'aire des triangles idaux est finie ds quedC est C2

L'adhérence du compimentaire de la@union des trianglesaa’, bl'b”
et ccdc” dansT = abc est alors un compact inclus dads donc d’aire de
Hilbert finie. En outre, commaaa” est un triangle idal de D(a), dpe), on
a up@(ada’) = = (géonetrie hyperbolique plane) et par sujte(aga’) < =
en vertu de la proposition 5 (iv). Comme il en est déme avecbb'h” et
cdc”, la proposition 10 en &coule lorsqueC C R2.
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Dans le cas © C C R", on fait ce qui pecde dans chaque intersection
de C avec un plan vectoriel d&". |

Comme on I'a éja vu au corollaire 6.1, & qu’'un domaine convexé
du plan a un bord — &me de class€? — qui contient un segment ouvert,
alors l'aire des triangles &hux de €,dc) peutétre arbitrairement grande. En
revanche, lorsqu& est un convexe strict, nous montrons que ceci ne peut
pas se produire:

THEOREME 4. Soit C un convexe strict deR", i.e. un convexe deR"
ayant pour bord 9C une hypersurface de classe? QGont la courbure de
Gauss est partout non nulle. Alors il existe une constante «(C) > 0 telle
que tout triangle i@al de (C,dz) a une aire au plusggalea «.

Avant de donner la preuve de ceét®eme, notons cependant que la
constante o(C) n'admet pas de majoration uniforme ef, méme dans
I'ensemble des convexes stricts du plan, comme le montre I'exemple suivant.

ExempLE 11. Consi@rons le cag S = {(x,y) € R? | x| < L et|y| < 1}
ainsi que son homotétique tS avec t €]1/2,1] arbitraire. SiC est un
convexe du plan tel quéS c C C S, désignons parc, be et cc les points
d'intersection dedC avec les segments feés joignant 0a a = (—1,1),
b=(1,1) etc=(0,—1) respectivement (figure 7).

Alors T = acbcce est un triangle idal de C qui contient la partie
A(1/2,t) définie au corollaire 6.1 ave@ = 0 et s = 1/2. Le méme
corollaire affirmant que lim.y us(A(1/2,t)) = +oo, il en résulte que
lim¢_.1 z1c (A(t)) = +oo et par suite, pour tout entier > 0, il existet €]0, 1]
tel que tout domaine convex€ du plan avectS C C C § (qu'il soit strict
ou pas) erifie us(Te) > n.

Afin de demontrer le tkoeme 4, pour lequel on se r&me au cas
C C R? par intersection avec des plans vectorielsRig nous allons utiliser
la distance euclidienne canoniquk sur R? et écrire C comme la éunion
du compactKs = {p € C | d(p,0C) > 6} — ou la constantes = §(C) > 0
sera pecige ulérieurement — et de son cordphentaireVs; = C\Ks. Pour
majorer l'aire d'un triangle ilal quelconquel de (C,d¢), il suffira alors de
majorer l'aire de la partie du triangl& hors du compacts, c’esta-dire
T NVs. Pour cela, nous allons inclur€ N'Vs dans la eunion d'un certain
nombre N = N(C) > O de triangles, chacun d'eu&tant contenu dans un
disque ouvert inclus dan§.
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a b

tS
s cc

c

FIGURE 7
L'aire des triangles idaux ne peuétre majoee unifornement enC

La proposition 5 (iv) permet alors de majorer 'aire @enV;s par N7 en
comparaison avec laégnetrie du plan hyperbolique (qui est, rappelons-le, la
géonetrie de Hilbert d’'un disque ouvert).

Finalement, on aurqc(T) < N7 + uc(Ks).

La preuve de ce ésultat reposera sur plusieurs lemmes techniques
demontés dans I'annexe B.

Tout d’'abord, le fait queC soit un convexe strict assure I'existence de
deux constantes > 0 et R > 0 telles que le cercle de rayorr Zoule a
lintérieur deC et que OC roule a lintérieur du disque ferén de rayonR
(voir [Blal6] et [CV], p. 3). Cela va nous permettre de ramener une partie de
la preuve du thoeme 4a des consigrations sur les cordes de deux cercles
euclidiens embites et tangents doérs au lemme B.1.

Puis, a l'aide du lemme 12 ci-dessous, d@iudiera les cordes dé&C
(c’esta-dire les segments feéms reliants deux points distincts d&) en les
comparant aux cordes des cercles euclidiens de raydresp. R) tangents
interieurement (resp. extieurement)@ C. Lors de la preuve du éoeme 4,
ces cordes seront lebtés des triangles @hux de €,dc) et la constante
0 = 6(C) ne cependra que de et R.

Dans la suite, pour tous > 0 et w € 9C, on designera parl(w) le
cercle de rayort tangenta 9C en w et inclus dans le demi-plan feénde
R? contenantw dans son bord et dans lequel se tro/eAussi, le disque
ouvert correspondant sera adD(w).
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LEMME 12. Soit C un convexe strict du plan. Pour tous points distincts
a et b dedC, on a:
(i) Il existe un unique point d’intersection’ @&ntre ]a,b[ et I';(a).
(i) La distance euclidienne de’ au bord deC est minogée en fonction de
d(a,b), r et R uniqguement:
r

/
>
A, 90) > 7o

d(a, b)?.
Les preuves de ce lemme et du lemme B.1 qui I'implique, seront&ksn

dans l'annexe B, tout comme leesultat suivant, qui fournit la €l du
théoreme 4:

LeEmMME 13. SoientC un convexe strict du plan ainsi que a et b deux
points distincts dedC tels que da, b) < r. Alors, I'unique rectangle ouvert
S(a,b) de base le segmeng, b[ et de hauteur r inclus dang verifie

pe(Sab) < 27TE(2R)

T .
N . . r3 . .
A partir de maintenant, posons= z; et introduisons

Vs ={peC | d(p,dC) <}

dont le compkmentaireKs = C\V; est compact, donc d'airgc(Ks) finie.

Quitte a diminuer r et/ou augmenterR, on peut supposer qué est
suffisamment petit pour qué&s soit convexe en utilisant I'exponentielle
normale de la sous-v&e OC de R?> muni de sa ratrique riemannienne
canonique (voir [CV], p. 5)

Démonstration du thoreme 4. Soit T = abc un triangle ical de C,dc)
dont on oriente les sommets dans le sens trigdtdque.

On va traiter trois cas selon que la longueur euclidienne @&sscdu
triangle T est ou non ingrieurea r.

Cas 1: d(@b)>r, d(b,c) >r et d(ac) >r (figure 8).

En consi@érant le sommeta, designons para et a’ les points
d’intersection du cerclé&';(a) avec les segmentg o[ et ]a, ¢[ respectivement.
Ainsi le triangle aaa”’ a ses sommets oriddd dans le sens trigon@tnique
et aI'y(a) pour cercle euclidien circonscrit. En pémtant de rame avec les
sommetsb et ¢, on obtient les trianglebb’b” et cc'c”’.
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FIGURE 8
Premier cas

D’apres le lemme 12 (ii), on a icd(a’,0C) > § et d(@’,0C) > §, d'ou
a’,a” € Ks et par suite §,a"] c K5 puisqueK; est convexe. De &me, on
a [b,b"] c Ks et [c/,c’] C Ks.

Cela entrine queT NV; est contenu dans l&union des trianglesaa”,
bb'b” et cc'c”, chacun d’ewétant d'aire maja& parm en comparaison avec
la geontetrie hyperbolique assd® aux disques ouverid, (a), D;(b) et D;(c).
On en eduit donc queuc(T) < 31 + pe(Ks).

Cas 2: d(a,b) <r etd(b,c)<r.

Soit m le projegé orthogonal du pointh sur la droite 4c). Rappelons
que S(a, b) désigne le rectangle de basa, j] et de hauteur donré par le
lemme 13.

e Supposons quen appartienne au segmend, £] (figure 9).
Puisque le triangleabm est rectangle emm, on a d(m,b) < d(a,b). Si
p est le projeé orthogonal dem sur la droite 4 b), on a de rdme
d(m,p) < d(m,b) et par suited(m,p) < d(a,b) < r. Comme en outre
p € [ab], il en résulte quem appartient au rectangle feémS(a,b).
Le méme raisonnement avec le triangleem montre quem appartient
egalement au rectangle feéng(b, ), ce qui entrine que les triangleabm
et bcm sont inclus respectivement dans les conve®gshb) et Sb,c). Or
abmubcm= abc puisquem € [a,c], d'ol T = abcc Sa, b)ugDb,c). On
en ceduit ainsi queuc(T) < pe(Sa, b)) + uc(Sb,c)) et par congquent
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FIGURE 9
Casme [a, c]

pe(T) < 47rE(27R) d'apres le lemme 13.
e Supposons que appartienne au segmenm,c] (figure 10).

( oC
c

S|

FIGURE 10
Casac [m,c]

Alors d(a,c) < d(m,c), ce qui avecd(m,c) < d(b,c) (le triangle bcm
etant rectangle emn) conduita d(a,c) < d(b,c) < r. En outre, on a ici
que, en notan@é l'angle au sommet du triangle abc, & > 7/2 et par
suite le projet orthogonal dea sur la droite bc) est dans le segment
[b,c], ce qui permet de conclure comme dans le poirdapdent.

e Supposons que& appartienne au segmend, fr].
On applique alors le point pcedent enéchangeant lesOtes dea et c.
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Cas 3: d(@b)<r, d(b,c) >r etd(a,c) >r.

C'est la situation la plus &licate a traiter. Tout comme dans le premier

cas, @signons parc’ et ¢’ les points d'intersection du cerclg, (c) avec les
segments g, c[ et ]b,c[ respectivement.

Dans ce qui suit(a) et (b) sont les angles ea et b du triangle abc.
Supposonsa < 7/2 et b < «/2 (figure 11).

Soient p et g les sommets du rectangl§(a, b) autres quea et b tels
que p—qg=a-—b. D'apres le lemme B.2, la distance euclidienne ple
au centre du cercl&,(a) est infrieure ouégalea (3/4)r, ce qui montre
que d(p, Ty (a)) > r/4, d'ou d(p,dC) > r/4 puisquep € Di(a) C C
(et donc d(p,dC) > d(p,T';(a))). De neéme, en consirant I',(p), on a
d(q,0C) > r/4. De r/4 > §, on ceduit alors quep et g sont dans le
convexeK; et par suite p,q] C Ks.

Par ailleurs, commé < 7/2 (resp.b < m/2), la droite &c) (resp. b))
coupe le segmentp[q] (paralkle a (@b) qui n'est parakle nia (@c),
ni a (bc)) en un unigue pointm, (resp. my). On a donc l'adBrence de
T = abc qui est incluse dans lzeunion de I'adBrence du trianglec'c”
et des enveloppes convexes {& b, m,, m,} et {m,, m,,c’,c"}.

FIGURE 11
Casa<n/2 eth<n/2

Comme d’'une partmy,,my € K5 et c/,c”’ € K5 (méme raison que dans
le premier cas), I'enveloppe convexe dew, m,,c’,c’} est dansK; et
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puisque d’autre parf, b, my, m, appartiennent au rectangle fe&n$(a, b)
qui est convexe, I'enveloppe convexe §la,b,m,,my} est dansS(a,b).
Il en résulte que

pe(T) < pe (S(a b)) + pe(Ks) + piefece”)

et par consquent

pe(T) <= (ZE(ZTR) + 1) + pe(Ks)

en vertu du lemme 13.

e Supposonsa > 7/2 (le cas b > m/2 se traite de facon similaire)
(figure 12).
Introduisons comme predemment les pointsp, g et m, (puisque
b < 7/2) et soit en outrea’ le point d'intersection du cercld’,(a)
avec le segmenta] c[.

FIGURE 12
Cas @ a> /2

Sachant qued(a,c) > r, on ad(@’,dC) > § d'apres le lemme B.1 (ii),
d'ou @’ € Ks. D'autre part, en raisonnant comme au poinkégdent, on
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ap m,c,c”eKs etab p m e Sab). Par suite, I'enveloppe convexe
de {p,m,,c,c’} et le triangle pa’c’ sont inclus dansk; alors que
I'enveloppe convexe dda,b,p,m,} est dans le rectangle feérSa,b).
Enfin, la convexié de D;(a) et le fait quea,a’,p € D,(a) assurent que
le triangle aa'p est inclus dand;(a).

Puisque l'adkrence deT = abc est contenue dans laéunion des
adherences des trianglega’c’, aa'p et ccdc’ ainsi que des enveloppes
convexes de{p,my,,c’,c”’} et {a b,p,my}, il S’ensuit que

pe(T) < pe (Sa, b)) + pe(Ks) + pe(@a’p) + pelccc”),

d’ou R
pe(T) < 27T<E(r) + 1) + pe(Ks)

d'apres le lemme 13.

REMARQUE. Questions ouvertes concernant les majorants.

Pour conclure le gsent travail, tentons de donner les hygsts les plus
faibles que I'on doit imposea un domaine convexe do@rC du plan pour
esferer obtenir une majoration de l'aire des trianglesaigk de €, dc).

(1) D’apres le corollaire 6.1, il ne peut y avoir de segment ouvert dans le bord
oC, ce qui se traduit par le fait qué doit étre affinement strictement
convexe autrement dit que tout segment de droite ouvert entre deux points
de OC est contenu dan§.

(2) D’apres le corollaire 6.2, il ne peut y avoir de « coin » dahsc’esta-dire
de point dedC en lequelC admet deux droites d’appui distinctes. Du
point de vu analytique, ceci signifie que le bobd doit &étre localement
le graphe d’'une fonction convexe partowridable. Mais avec I'hypottse
de convexié, cela implique que le bord dé est une courbe de clas}

(voir [Bou76], 1.32, § 4). Ainsi, on peut se concentrer sur un domaine

affinement strictement convexe dont le bord €st

3) Ala proposition 10, nous avons cependant eu besoin d'al@ide classe
C? pour montrer que l'aire des trianglesémux de €, dc) est finie, et
d’'ajouter I'hypothese que la courbure d#C n’est jamais nulle pour exhiber
un majorant de cette aire.

Ainsi, lorsqueC est affinement strictement convexe avec un bord de classe
C! sansétre C?, la finitude de l'aire des trianglesédux de €, dc) reste un
probleme ouvert. Tout comme I'est la question de savoir s'il existe un majorant
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de l'aire de ces triangles lorsqué est affinement strictement convexe avec
un bord de class€? dont la courbure s’annule en certains points.

ANNEXE A LES DOMAINES TRIANGULAIRES

Rappelons que l'on s'est doarun domaine triangulairédd = mpgc R?
et un triangle i@éal T = abc de (A,da). Il existe donc\, u, v €]0,1] tels
que

a=Q-Xm+Xxp, b=Q-wp+upqg e c=A-v)g+vm

On consi@re par ailleurs le domaine triangulaird, de R? c R3
dont les sommets sont & (0,0,0), e; = (1,0,0) et e, = (0,1,0) et le
triangle ickal T(a) de (Ag,da,) ayant pour sommets(a) = (o, 1 — «,0),
b(a) = (0,1 — «,0) et c(a) = («,0,0).

A.1 PREUVE DU LEMME 9
Introduisons d’'abord : R2 — R3 I'application affine injective qui envoie
les pointsm, p et q sur e, & et e3=(0,0,1) respectivement. En notant
d=1-Neit+rep, b=(1A-pe+pues et ¢ =(1-rv)es+ve

le triangle T" = @’b’c’ est alors I'image deT par f et a ses sommets sur les
cotés du triangleA’ = f(A).
Consicerons ensuite les points

a’ = a(ue)+ (11— a)(vey),
b” = (1-a)(ve)+ (wes),
¢’ = (1- a)(wes)+ alue)
avec
B Apv
= Ao na—a—o) o o
o A-NA-p B v
= Tw;&O et v—mwyéo.

Remarquons que, quitté remplacerA par 1— A\, p par 1— pu et v par
1— v, on peut supposes €]0,1/2]. On \erifie sans peine que’ est sur la
droite (&), b” sur la droite (@) et ¢’ sur la droite (@), de sorte qu'en
désignant parr : R® — P2(R) la projection canonique, on obtient
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1) m(T') = (")
ainsi que
2 m(A") = n(A”),

ou T” =a’b’c” et A” est le triangle de sommeise;, ve, et wes.

Enfin, si L est I'application lirgaire surjective deR® sur R? qui envoie
respectivementue;, ve, et wes sur e, e et 0, alorsL(A”) = Aq et
L(T") = T(a).

Comme les application$ et L sont affines et qu'on a leégalies (1)
et (2), il en Esulte que les &pnetries de Hilbert A,da) et (Ag,da,) sont
isometriques avec correspondance entre les trianglesu T et T(«).

€2
A
b(a) a(a)
T(a)\_ A,
0 c(a) S
FIGURE 13

Triangle ickal T(a) pour le domaine triangulairé\g

A.2 L'ARE DES TRIANGLES ICEAUX POUR UN DOMAINE TRIANGULAIRE

L'aire du triangle ical T(a) vaut

_ dxdy
Ale) = 12// —a)(1—x/a) X1 —X—Y)

et se @compose comme suit:
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12 1 dxdy
m () (1—a)(a— x/a) Tioxe y> X(1—Xx)

_ “In(1 - X/a)
(3) = —2/0 A% dx

@) +/Oa|n ((1(1220‘)x+ 1) x(ldix) .

Le cacul de l'inégrale (3) donne

“In(1l—x/a) “In(1l—x/c) “In(1l— X/a)
bl Sl N bl Sl Bty i Sl 4
/ <= <

X(1—-x) 0 X 0 1-—x
On poseu = x/« Intégration par parties
1 In(1+ &= X)
In(1—u ( 1—c
- / =Wy, / ) g
0 u 0 a— X
On posev = £=%
1 _a
In(1—u o |n(1
) — / Qdu_/ In@+v) .
0 u 0 v

Par ailleurs, l'inégrale (4) crit

/a |n<%x+1)dx ) /a |n(1a§ax+1)dx+/a In(%m—l)dx
0

X(1—-x) 0 X 0 1-x
On poseu = (1;;&))( Intégration par parties
1-2« a—X
= In(d 4 u) o '”(1+ ra)
= —Zdut [ g tdx
0 u o 1+ =7X
On posev = 2%

1-«a

1—2« o
a ~« In(1
/ ALCRIL R, / @t g,
0 u 0 1 — TaU

On utilise alors dans (5) et (6) la nouvelle variabble- 3=2¢ qui parcourt

[0, +oo[ lorsque o décrit ]0,1/2]. En posantF(t) = fA(a) on obtient
ainsi

(6)
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1 .
) ]—"(t):—Z/O m(lu_”)dquz/O I +v)g,

v
t e .
+/ In(l—%u)duﬂ/wt In(1+ U)dv.
0 u 0 1-tv
Enfin, le changement de variabte = 111? dans la derrire inégrale de

(7) conduita

1 _ T
]—'(t)Z—Z/ Llu u)du+2/ tin@ o),
0 0

v
t 1
In(1+u =t |n(1— 1+t
+/ de/ (w)dw+|n(+)|n(1+t).
0 ! (14:02 v t

La fonction F se cerive sans trop de difficis et, apes simplifications,
on obtient finalement

B (14 1)?
f(t)_1+tm((1+t)2—1>>o'

On en eduit donc queF est strictement croissante sur, §ooc[ et par
suite son minimum est atteint én= 0 seulement. Autrement dit, 'application
A:]0,1/2] — R est strictement &croissante et atteint son minimum en le
seul pointa =1/2.

ANNEXE B LEMMES TECHNIQUES DU THEOREME 4

Lemve B.1. Etant donié des els 0 < o < ¢, soient ', et I'y
les cercles euclidiens d&®? passant par l'origine et de centres respectifs
c=(0,0) et d =(0,¢). Pour chagque point m du segmefti,c] et pour
chaque vecteur non nut € R?, on note p (resp. ) le point d’intersection
de la demi-droite ferldee m+ R_v avecT', (resp.T',/) et q (resp. ¢) le
point d'intersection de la demi-droite feBa m+ R, v avecT', (resp.T', ).

On a alors

d(p, q) > (5,>d(p’, q).

En outre, lorsque m=0 (et donc p=p =0), on a

o —o 2
) > .
d(q,Ty) > ( 200 )d(07 Q)
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FIGURE 14
Lemme B.1

Démonstration du lemme B.1.

Lorsque p = q, la droite m+ Ru estégalea R x {0}, ce qui entrine
que p’ = g et par suite le lemme est trivialemengnfie.

Supposons dong et q distincts. Soienta et & les milieux de p,q) et
(p’,q) respectivement. Comme (resp. ¢’) est sur la rédiatrice de g, q)
(resp. ©',q)), le vecteura—c (resp.a’ —c’) est orthogonah v. Il en résulte
gue a—c et @ — ¢ sont colireaires, d'a I'existence d'un el )\ tel que
a—c=\a -c).

Or m, c et ¢’ étant aliges ainsi quem, a et &, on a aussi (Thak)
m-—c = Am—c). En écrivant m = tc avect € [0,1] et sachant que
¢ = (¢'/o)c, il vient

1-t
A= @/t 0.4
et par consquent {'/o)\ € [0,1]. On en é&duit que

dag?=-dag? = o - d@.c)’

= (&) (G aer)
(£) (0~ aat.c)?) (.

4

WV
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ce qui cemontre la prengire iregalié.
En ce qui concerne la dewrne irégali, on ad(q,I'y) = o' —d(q,c)
et
¢® —d(a,¢)” = 2¢'d(0, g) cosd — d(0, g)?

dans le triangle €c’, ce qui entrine que
d(.T) (d(6.¢) +¢') = 20'd(0, 6) cosd - d(0, 62

Par ailleurs, dans le triangle isle @ic, on a d(0,q) = 2ocos0, d'ou il
résulte que

d(a.T,)(d(a.¢) +¢) = ((¢'/0) ~ )0, a2

En remarquant alors qué(q, c’) < ¢, on obtient la relation &kiee. L]

LeEmMME B.2. Soient r> 0 fixé, I'; le cercle euclidien deR? passant
par l'origine et de centre &= (0,r) et D le disque ouvert correspondant.
Pour tout he [0,r], notons p= (—«,h) (resp. q= («,h)) l'intersection de
la droite d'équation y=h avecT; N(R_ x R) (resp. I’y N (R. x R)) et soit
p'=(—a,h+r) (resp. 4 = (a,h+r)).

Alors, si dp,q) = 2a <r, on a dc,p’) =d(c,q) < (3/4) (les points p
et d sont donc en particulier dans (.

Démonstration du lemme B.2.
On a d(c,q)? = a? + h?
(8) et r2=d(c,q)? = a?+ (r —h)?

d’ou il résulte qued(c, q’)2 = 2rh. Comme «a < r/2, on ceduit de (8) que
h< (1-+/3/2)r et par suite

d(c,q)? < (2— ﬁ)rz <r?/2.
Donc d(c, o) < (V2/2)r < (3/4)r. O

Démonstration du lemme 12.

Il existe au moins un point d’intersecticad entre B, b[ et I',(a) car sinon
soit b est dansl';(a), ce qui contredit le fait que le cercle de rayon @ule
a lintérieur deC, soit b est dans le demi-plan feénborce par la tangente
a 0C en a qui ne contient pas le convexe stri¢t, ce qui est & encore



L'AIRE DES TRIANGLES IDEAUX EN GEOMETRIE DE HILBERT 31

Ay
L,
r
/ /
p q
9C
P q
| |
| | »
—« 0 o x
FIGURE 15
Lemme B.2

impossible. L'unicié résulte du fait qu'un cercle coupe une droite en au plus
deux points distincts et il y agh a et @ dans l'intersection dd',(a) avec
la droite @b).

Puisquea’ € Dx(a) C C, on a

d(@,0C) > d(a,Tx(a)).

Or, d'apes la dewéme iregalieé du lemme B.1 ave@ =r et o' = 2r, on a
1
d(@,I'x(@) > Ed(a, a/)2

et d'apes la prengére iregali€ de ce rBme lemme ave@ =r, o = R,
on a d(aa) > (r/Rd(a,m), ou m est le point d’intersection autre que
a entre I'r(@) et la droite @b). Comme a € D,;(a) ¢ C C Dg(a), on a
be[a,m c[am], dou d(a,m) > d(a,b) et par suite

(LR)zd(a, b2 = —d(a, b2

1
/
d(@,ac) > = IR

— X
4r
L]

En ce qui concerne le lemme 13, il va séddire du lemme technique
suivant:
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Lemve B.3. Etant don@ un convexe stricC du plan, soient a et b

deux points distincts dé&C tels que da,b) <r. Alors:

(i) Pour chaque mela,b[, il existe wym € 9C\{a,b} tel que dm,dC) =
d(m, wny) avec M- wm L AC.

(i) Lintersection Ga,b), entredC et I'un des deux demi plan feéa H (a, b)
et Ht(a,b) de R? bordés par la droite (ab), verifie dm,C(a, b)) =
d(m,dC) quel que soit ne]a, b[.

Démonstration du lemme B.3.

(i) Pour m €]a,b[ fixé, la fonctionf : 9C — R définie par f(w) =
d’(m,w) étant continue sur le compadiC, I'existence dewn, € OC
tel que d(m,dC) = d(m,wm) en decoule. De plus, commé&C et f sont
différentiableswy, est un point critique dé, ce qui conduif m—wp, 1 9C.
Enfin, si on avaitwm, = a, on aurait alors gb) L dC en a et par suite
b € D;(a) puisqued(a,b) < r. Or Di(a) C C, d'ou il résulterait que
b € C, ce qui est faux. Par coaguent, on avy # a ainsi quewm # b
pour la néme raison.

(i) A présent, en notar€~(a, b) = H(a, b)ndC et C*(a,b) = H*(a,b)naC,
supposons qu'il existem—,m* < [a b] tels que dim—,C (a, b)) >
d(m~,aC) et d(m™,C*(a,b)) > d(m™,dC).

Soient alorsw™,w®™ € 9C\ {a,b} tels que dm—,dC) = d(m ,w™)
et dim*,0C) = d(m*,wt) — d'ol nécessairementv= ¢ C*(a,b) et
wreC(abh) —avecm —w™ L IC et m™ —w™ L OC.
On a doncr > d(a,b) > d(m—,b) > dim—,C (a,b)) > d(m~—,dC) =
dim~,w™), d'ot dim~,w™) < r ainsi qued(m™,w™) < r de manere
analogue. Ded, il résulte alors que le centre” € (w™m™~) du cercle
I''(w™) estdansH™(a,b) et que le centre™ € (wrmt) du cerclel’; (w™)
est dansH™ (a, b).
En designant enfin pag~ (resp.S") l'unique dianetre (segment feré) de
I'v(w™) (resp.Ty(wt)) paralkle a la droite @b), I'enveloppe convexe de
S US"T (paralelogramme plein) a une intersectiop, §jj avec @b) telle
que d(p,g) > 2r. Or, la convexié de C implique que cette enveloppe
convexe est incluse dan€, et par suite [, q] C [a,b]. On a donc
d(a, b) > d(p,q) > 2r, ce qui impossible puisque(a, b) < r par hypotlese.
]

Démonstration du lemme 13.
e Pour chaquem €]a,b[, soit wy € 9C\{a,b} tel que d(m,C(a,b)) =
d(m, wm) donré par le lemme B.3. Ceci entre qued(m,wm) < r et par
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FIGURE 16
Lemme B.3 (i)

suite le cerclel';(wm) coupe la droite gb) en deux pointspm, € [a, M et
Om €]m,b] qui vérifient d(pm, gm) = (r/R)d(a, b) en vertu de la prerare
inégalieé du lemme B.1 avep =1, ¢ =R etv=b—a.

Par ailleurs, d’'aprs le lemme 12, soiend’ et b’ les uniques points
d'intersection de 3,b[ avec les cercled((a) et I';(b) respectivement,
pour lesquels on ad(a &) > (r/Ryd(a,b) et d(b’,b) > (r/Ryd(ab),
toujours d’apes le lemme B.1.

Alors [a,a[, [b',b] et la famille (Jom, Gm))meac\{apy forment un recou-
vrement ouvert ded, b], dont on peut donc extraire un sous-recouvrement
fini Z qui est minimal pour l'inclusion. En outre, d'ay ce qui pecede,
les élements deZ sont des segments de longueursé&igqures ouegales
a (/Ryd(a,b).

A présent, montrons qu'aucun point de, )] ne peut appartenia plus
de deuxélements deZ, c’esta-dire que si un pointxy € [a,b] vérifie
X €1 NJ avecl,J e, alors pour toutH € Z\{l,J}, on axo & H.

En effet, apes identification de d,b] avec un segment d® et quitte
a échanger lesdles del et J, on a inf() < inf(J) < sup() < sup@)
par minimalieé de Z. Aussi, supposons qu'il existel € Z\{l,J} tel que
Xo € H.

Si on avait infg) < inf(H), alors on aurait supj < supf) car H ¢ J
(minimalité de Z) et par suiteJ C | UH, ce qui est faux puisque
Z est minimal. C’est donc que i) < inf(J). Or ceci impose que
supH) < sup@) car J ¢ H, d'ou il vient que infH) < inf(l) (sinon
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H c 1uUJ) et donc que supf < supH) (sinonH C |). Mais alors, c’est
que | C H, ce qui, b encore, est impossible.

Notons alorsZ = {l1,...,lq}, As = U1§i<j§n|i Nlj et Ay =[ab]\ A.
Les ensemble®\; et A, forment ainsi une partition mesurable da, §)
et \érifient Long(y1) + - - - + Long(ln) = Long(A;) + 2Long(@y).

Or, Long@;) + 2Long(®;) = (Long(A1) + Long(Az)) + Long(®;) <
Long([a, b]) + Long([a, b]) = 2d(a, b), d'ou il résulte quen(r/R)d(a, b) <
2d(a,b) puisqu'on a vu que Longf) > (r/Ryd(a,b) pour tout k =
1,...,n.

Conclusion:n < E(2R/r).

e On peut maintenant terminer la preuve du lemme 13 en remarquant que
le rectangle ferra S(a, b) est la Bunion des rectangles feas S de base
le segmently et de hauteur pour 1< k < n, chacun d’euxétant inclus
dans un disqueb,(wx). En effet, on a alors

pe(Sa b)) < pe(S)
P

avec
ke (Sr() < D (wi) (S<)

pour tout 1< k< n en vertu de la proposition 5 (iv).

Or, chaque rectangl& étant la eunion des addrences de deux triangles,
on a up,(w)(S) < 27 puisque tout triangle est contenu dans un triangle
idéal et quer est I'aire d'un triangle idal dans le disque hyperbolique.
Ceci acleve la preuve du lemme 13.

|
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