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|Géométrie affine

Espaces affines

Exercice 1 : Soit P 'ensemble des points de IR® définit par I'équation

P +yt—z=0.

l.a Soit 6: P x P — R? définit par
0((x,y, 2+ y?), (u,0,u” + vz)) = (u—x,0—y).
Montrer que muni de 0, P est un espace affine. Quelle est sa dimension ?

1.b Déterminer I'équation cartesienne de la droite affine D 4c de P passant par les
points A = (1,0,1) et C = (1,1,2).

1l.c Soit 0 = (0,0,0), A = (1,0,1) et B = (0,1,1). Montrer que (0, A, B) est un
repere affine de P. En déduire une équation de la droite D4¢ dans ce repere affine.

Exercice 2 : Soit k un corps et A une matrice a m lignes et n colonnes a coefficients dans
k. Soit B un vecteur colonne de k™. Soit F la partie de k" définie par :

F ={X €k"|AX = B}.

Montrer que F est un sous-espace affine. Peut-on décrire sa direction? Quelle est sa
dimension ?

Exercice 3 : Soit ABCD un parallélogramme. Montrer que ses diagonales se coupent en
leur milieu.

Exercice 4 :

4.a A quelles conditions les deux équations :
mx;+--+agx, =b et alx;+---+ax, =0
décrivent-elles des hyperplans paralleles de R" ? le méme hyperplan?

4.b A quelles conditions les deux systemes d’équations :

{ mx+by+cz=d o

ayx + by +ciz=4d;
ayx + by + coz = dp

ayx + by + cpz = dj



définissent-ils des droites affines de IR>? des droites affines paralleles ?

Exercice 5 : Montrer qu’une partie non vide F est un sous-espace affine si et seulemet
si, pour tout couple (a,b) de points distincts de F, la droite (MN) est contenue dans F

Barycentres

Exercice 6 :
6.a Décrire I'ensemble des barycentres de deux points.

6.b En déduire une démonstration du fait que les médianes d'un triangle sont
concourantes en utilisant « 1’associativité des barycentre ».

Exercice 7 : Etant donné un triangle (a,b,c), décrire une construction géométrique du

barycentre des systéemes de points poindérés suivant :
7a (a,3), (b3)et(cy);
7b (a,3), (b, 3) et (c,—2).

Définition 1. Soit (e, ey, .. .e,) un repere affine de l'espace affine A. Les coordonnées barycen-
triques d'un point g € A sont la famille de réels (Ao, A1, ..., Ay) tel que Y; g A = 1 et

n
g = Z Aiei.
i=0
Exercice 8 : Les coordonnées barycentriques d'un point sont-elles unique ?

Exercice 9 :

9.a Considérons un espace affine de dimension 2, noté A2 et soit (e, e1,e2) un
repere affine. Soient (ag, a1,4a2), (bo, b1,b2) et (co,c1,c2) les coordonnées barycentriques
des points 4, b et ¢ dans le repére affine. Montrer que 4, b et c sont co-linéaire (i.e. sur la
méme droite affine) si et seulement si

ap bo co
a bl 1| = 0
a, by o

9.b Considérons un espace affine de dimension 3, noté A% et soit (e, ey, ez, €3) un
repere affine. Soient (ag, a1,az,a3), (bo, b1,b2,b3), (co,c1,¢2,¢3) et (do,d1,da,d3) les coor-
données barycentriques des points 4, b, ¢ et d dans le repere affine. Montrer que 4, b, c
et d sont coplanaire (i.e. sur le méme plan affine) si et seulement si

ap by co do
ap b o 4
a by ¢ dy
a3 by c3 ds



9.c (Application) Soit f: R — R3 donnée par f(t) = (t,t?,t3). Etant donnée quatre
réels distincts ty, tp, t3 et t4, montrer que les quatres points f(t1), f(t2), f(t3) et f(ts) ne
sont pas coplanaire. Forment-ils un repére affine de R3?

Exercice 10 :

10.a Montre que pour tout couple de point a et b, dont les coordonnées barycen-
triques dans un repere affine du plan affine A% sont (ag, a1,42) et(bo, b1, ba), 'équation
de la droite affine passant par a et b est donnée par

ap bo X
a1 bl Yyl = 0
an bz V4

ou (x,y,z) sont les coordonnées barycentrique d’un point de la droite < a,b >.

10.b Montrer que 1’équation d’une droite en coordonnées barycentrique est de la
forme
ux +ovy +wz =0,

ollu #vouv#wouu#w.
10.c Montrer que les deux équations
ux+oy+wz=0 et ux+dy+wz=0,
représente la méme droite si et seulement si il existe A # 0 tel que (v/,v',w') =

AMu, v, w).

Exercice 11 : (Caratheodory) Soit (4;);c; une famille quelconque de points dans un es-
pace affine A de dimension n. Montrer que tout barycentre de cette famille est également
un barycentre d’au plus n + 1-point de cette famille, i.e., si g est un barycentre de cette
famille, alors on peut trouver i, i1,...,i, € [ et Ag,..., A, tel que Y )_yAp =1 et

n
g= Z Akﬂl,‘k.
k=0



