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Applications affines

Exercice 1 : Déterminer si les applications suivantes sont affines, et déterminer leur
partie linéaire le cas échéant.

la f:R3— R3, définit par f(x,y,z) = 2x+y—2,x +y,2+z —y — 2x).
1.b h: C — C définit par f(z) = (2+3i)(z) + 5+ 2i.

1.c L'application P qui a une fonction continue sur [0, 1] associe sa primitive valant
2enl/2.

1.d Considérons dans l'espace R® et un plan P. Soit O un point qui n’est pas dans
le plan P. On définit alors la projection centrale po comme suit, a tous point M € R? on
associe le point M’ intersection de la droite (OM) avec le plan P.

Exercice 2 : Soit f une application affine, ¢ sa partie linéaire.

2.a Montrer que 'ensemble des points fixes de f est un sous-espace affine. S'il est
non vide donner sa direction.

2.b Montrer que si 1 n’est pas valeur propre de ¢, alors f possege un unique point
fixe

Exercice 3 : (Projections, symétries et symétries glissées)

Rappel :Soit F un sous espace affine de E ~ IR", F sa direction et G un supplémentaire
de F dans E. La projection linéaire de E sur F parallelement a G est 'application p telle que
p(u+v) = u pour tout couple de vecteur (u,v) € F x G. La symétrie linéaire de E sur F
parallelement a G est Uapplication s telle que s(u +v) = u — v pour tout couple de vecteur
(u,v) € F x G. La symétrie linéaire de E sur F parallelement a G

3.a Soit M un point de E. Montrer qu’il existe un unique point M’ € F tel que
MM’ € G. On note 7t I'application qui a tout point M associe le point M’ ainsi défini.

3.b Montrer que l'application 7t est affine de partie linéaire p.
3.c  Montrer que les projections affines sont caractérisées par l'identité f o f = f.

3.d Pour tout point M, on note o(M) le point de E défini par c(M) = 27t(M) — M.
Montrer que tel que 7t(M) est le milieu de [M, o(M)].

3.e Montrer que o est une application affine de partie linéaire s.

3.f Montrer que les symétries affines sont les applications affines involutives (f o

f =id).



3.g Soit u un vecteur de F. Montrer que ¢ et t, commutent. On note f leur compo-
sition. Montrer que pour tout point M, le milieu de [M, f(M)] appartient a F.

Exercice 4 : (Homothéties et translations)

4.a Justifier le fait qu'une translation est affine et montrer qu'une application affine
est une translation si et seulement si sa partie linéaire est l'identité.

4b Soit () un point et A un réel non nul. L’homothétie hn , de centre () et de
rapport A est définie par (M) = (1 — A)Q) + AM. Montrer que hq, ) est affine

4.c Déterminer la partie linéaire de hq .

4.d Soit Z I'ensemble des homothéties et des translations d"un espace affine donné.
Montrer que Z est un groupe pour la composition des applications affines.

4.e Montrer qu'une application affine f bijective appartient & Z si et seulement si,
pour toute droite affine A, f(A) est une droite parallele a A.

Exercice 5 : Soit & un espace affine, O € & et f une application affine de & dans lui-
meéme.

5.a Donner l'expression d"une application affine fixant O et de méme partie linéaire
que f; une telle application est-elle unique ?

5.b Montrer que f s’écrit de maniére unique f =t o g ot t est une translation et g
une application affine fixant le point O.

5.c  Montrer que si f est bijective, alors f s’écrit de maniére unique f = hot ot t
est une translation et /7 une application affine fixant le point O.

5.d Supposons maintenant que ? soit une symétrie vectorielle. Montrer que f se
décompose de maniére unique f = tos = sot avec s une symétrie affine et t une
translation.

Exercice 6 : (Céva)

Soit ABC un triangle non aplati, A’, B’ et C' des points respectifs de (BC), (AC) et
(AB). Montrer que les droites (AA’), (BB') et (CC’) sont paralleles ou concourantes si
et seulement si :

A'B _B'C _ CA

X X =-1
A'C BA (B

Exercice 7 : (Ménélatis)
Soit ABC un triangle non aplati, A’, B’ et C' des points respectifs de (BC), (AC) et
(AB). Montrer que les points A’, B et C’ sont alignés si et seulement si :

A'B B'C C(CA
X X =1
A'C BA C(CB

Exercice 8 : Soit ABCD quatre points d’'un espace affine. On considére I, |, K et L
les milieux respectifs de [A, B], [B,C]|, [C,D] et [D, A]. Montrer que, quand elles sont
définies, les droites joignant un sommet et 1'isobarycentre du triangle formé par les trois
autres sommets et les droites (IK) et (JL) sont concourantes.



